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Conventions

Symboles et notations :

Rappels des notations principales employées au sein de ce document (& replacer dans

le contexte ou elles apparaissent) :

p-p-:

F-f=f:
fxgou f®g:
frgou fxg:

med v, :

la] :
1:

ke

(x
|

n

=

<><
B(

21%

Y

)
1) :
R) :

presque partout.
si et seulement si.

équivalence entre notations.
sint | )
——, sinus cardinal.

I’ensemble des irrationnels non entiers.
N /{0}.

espace de Hilbert.

produit scalaire! entre f et g.

norme! L? de f.

norme! L' de f.

norme! L> de f.

norme Euclidienne de v € R".

le cercle.

le cercle paramétrisé sur [0, 1].

sphere a deux dimensions dans R3.
matrice de rotation dans SO(2) d’angle 6 € S;.
transformée de Fourier' d'une fonction f.
convolution! de f par g.

corrélation! de f par g.

médiane du vecteur v,.

le plus grand entier inférieur a o € R.
le plus petit entier supérieur a a € R.
la ni®™e dérivée de f par rapport a .
la moyenne® de la fonction f.

la boule centrée sur « de rayon R > 0.

'Dépend de l'espace considéré.

x1



xii Conventions
14(%) : la fonction indicatrice de I'ensemble A C R™ qui prend la valeur 1
sur A et 0 ailleurs.
N . Lespace de Fourier sur S* : N = {(I,m): €N, m € Z, |m| < [}.
No: N={(l,m)eN:1<b} pourbeN.
Z[N] : L’ensemble des N € N premiers entiers {0,..., N — 1}.
supp f : Support de la fonction f.
esssupp f : Support essentiel (voire numérique) de la fonction f.
By : ensemble des fonctions & bande limitée’.
Unités :
DN : digital number.
px : pixel.
A Angstrom (1A= 11071 m).
1 arcmin . , ome 3
(ou1)’ e minute d’arc (1/60°* de degré).
1 arcsec , Sme 3
(ou 1)’ une seconde d’arc (1/3600°™¢ de degré).

'Dépend de l'espace considéré.



Introduction

Avec la poursuite du progres, la recherche scientifique, et la multitude d’expériences
qu’elle engendre, amoncelle chaque jour un peu plus de données. Celles-ci revetent diverses
formes et sont généralement décrites par un signal, c.-a~-d. dans la plupart des cas, par
I’association d'un temps ou d’une position a une “valeur”. Mathématiquement, il s’agit
donc d’une fonction qui, pour les besoins de la cause, est tantot continue, tantot discrete,
uni- ou bi-dimensionnelle, sphérique, etc.

Dans ce contexte, la compréhension d’un probleme (physique) donné consiste a traiter
ce signal afin d’y distinguer I'information considérée comme importante.

Une premiere approche consiste a analyser le contenu fréquentiel de cet objet au moyen
de la transformée de Fourier. Malheureusement, cette méthode atteint vite ses limites.
La transformation réalisée est totale : 'aspect fréquentiel d’un signal remplace son aspect
spatial, et vice versa, sans interaction entre ces deux points de vues. En outre, la trans-
formée de Fourier, de par sa globalité, est incapable de localiser les variations abruptes
(transitoires) d’une fonction, généralement séparées par des zones aux comportements plus
doux.

Une seconde approche permet, d’une part, de faire coexister les descriptions spatiale et
fréquentielle d'un signal, et d’autre part, de “déployer” ce dernier dans un espace de plus
grande dimension, I’espoir étant que I'information utile se trouvera alors décorrélée de celle
qui ne Uest pas (bruit). 11 s’agit d’une classe importante de transformations linéaires dites
temps-fréquence ou temps-échelle*. Un signal v est étudié par sa comparaison avec une
famille de fonctions, ou atomes, issues d'une meéme fonction mére en appliquant a celle-
ci des transformations simples : translation, dilatation, modulation, rotation, étirement,
etc. La transformée de Gabor, les transformées en ondelettes discrete (DWT?) et continue
(CWT®), ainsi que certains reperes de fonctions entrent par exemple dans ce schéma.

Il est amusant de constater que la nature semble également avoir choisi cette voie. Par
I'analyse des processus fondamentaux intervenant dans la vision animale (voire humaine),
il apparait premierement que l'oeil procede a une décomposition multi-échelle d’une image
observée sans intervention du cerveau’ [Mar82, Koe84]. Ainsi, face & un panorama monta-

4Le “temps” est employé dans son sens générique, c.-a-d. qu’il dénote la position d'une valeur dans
I’espace du signal analysé.

5Discrete Wavelet Transform.

6 Continuous Wavelet Transform.

"Phénomene de vision & bas niveau (early visual system).
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gneux de “carte postale”, nous nous attardons tout d’abord a la vision d’ensemble, c.-a-d.
aux montagnes, aux vallées, pour ensuite nous focaliser sur les détails comme les ruisseaux,
la disposition des sapins, etc.

Deuxiemement, I'image observée est en réalité projetée par le cristallin sur la rétine,
ou un ensemble de cellules (ou champs réceptifs) analyse localement son contenu. Des
expériences de psychophysique visuelle [Mar82, Hub88, Bha99] permettent en outre de
conclure que certaines cellules sont sensibles a la taille ou a 'orientation des éléments de
I'image.

Mathématiquement, le premier aspect du processus de vision est assez proche du fonc-
tionnement de ’analyse en ondelettes bidimensionnelle. Une image est en effet analysée
par des ondelettes générées entre autre par dilatation d’une ondelette mere, ce qui procure
la vision d’échelle désirée. Pour le second aspect, la transformée continue en ondelettes
[AMV04], les reperes qu’elle engendre, ainsi que d’autres approches telles les ridgelets,
les curvelets [CD99], les bandelets [LMO03], les contourlets [DV02], et autres *lets, offrent
cependant plus de flexibilité que la DW'T. Cette derniere utilise pour décomposer une
image des produits tensoriels de bases (bi)orthogonales d’ondelettes unidimensionnelles
[Dau92, Mal98|, construction qui est incompatible avec une rotation précise et libre des
filtres employés. En outre, il semble que les premieres techniques partagent avec la nature
le choix d’une base de fonctions surcompléte [Don98, Lee96] ce qui n’est pas le cas de la
DWT classique (décimée).

Nous consacrerons une partie importante du présent document a la notion de direction-
nalité lors de la conception de reperes d’ondelettes du plan. Cette propriété, qui semble
essentielle pour la vision biologique, donne lieu a une meilleure représentation des contours
d’objets dans les décompositions d’images utilisant ces reperes. Elle génere en outre une
redondance supplémentaire qui, exploitée a bon escient, permet de réduire les effets d'un
bruit additif (gaussien).

Nous montrerons également comment cette directionnalité, généralement pergue comme
un parametre figé, peut dans certains cas étre adaptée localement aux éléments d’une image.
Cette idée part du constat qu’une tache isotrope, un segment de droite ou une courbe ne
sont pas décrits de maniere optimale par des ondelettes possédant la meme sélectivité an-
gulaire. Nous définirons ainsi le concept d’analyse d’images multisélective en controlant le
comportement fréquentiel des ondelettes via un schéma de multirésolution circulaire. Dans
ce cadre, des regles de récurrence héritées de ce schéma associent des ondelettes d'une
certaine sélectivité angulaire pour générer des ondelettes un peu moins directionnelles jus-
qu’a 'obtention d’une ondelette totalement isotrope. Dans le cas d’un repere d’ondelettes
linéaire, ces différents niveauzr de sélectivité ont la possibilité de s’ajuster localement au
contenu d’une image. Nous verrons que cette adaptabilité fournit de meilleures recons-
tructions que les méthodes a sélectivité fixe lors d’approximations non linéaires d’images.

Cette these traitera également du probleme de ’analyse de données représentées sur la
sphere. Il a été établi [AV99, ADJ01]| que la CWT s’étend a cet espace par 'emploi d'une



dilatation stéréographique respectant la compacité de S?. La flexibilité de cette dilatation et
sa définition purement spatiale complémentent les autres définitions d’analyse en ondelettes
sphériques. Dans [FMZ03], la dilatation est définie en fréquence sans garantir la localité
des filtres en positions. Dans [SS95] par contre, une transformée en ondelettes discrete
est définie sur une grille icosaédrique de S? sans correspondance avec une valeur d’échelle
continue.

En améliorant le travail déja entrepris en [ADJO01], nous réaliserons une implémentation
rapide de la transformée continue en ondelettes sphérique (SCWT®) en travaillant sur le
domaine fréquentiel de celle-ci. Pour ce faire, le développement en harmoniques sphériques
des ondelettes dilatées sera observé pour déterminer les limites de validité de la transformée
face a I’échantillonnage (numérique) des fonctions analysées.

Dans certains cas, il est utile de réduire la redondance de la SCWT, ne fut ce que
pour faciliter le traitement des données dans I’espace multi-échelle de la transformée. Nous
étudierons par conséquent comment créer des reperes sphériques semi-continus, ou seule
I’échelle est échantillonnée, et totalement discrétisés. Nous tirerons parti dans ce dernier cas
de grilles sphériques équi-angulaires et des regles de quadrature associées pour obtenir des
conditions suffisantes a la reconstruction des fonctions analysées. Les capacités d’analyse
et de synthese de reperes d’ondelettes DOGY seront également testées sur des exemples de
données sphériques.

Une derniere partie de ce document sera dédiée a 1’étude d'un objet physique étonnant :
la couronne solaire. Cette couche extérieure du soleil est observée depuis 1996 par I'expé-
rience EIT'? & bord du satellite SOHO! dans différentes longueurs d’onde de I'ultraviolet
lointain (EUV'?). La quantité d’images enregistrées depuis le début du fonctionnement
d’EIT est immense (> 170000 images). La compréhension physique des multiples phé-
nomenes apparaissant dans la couronne solaire passe donc par la création de méthodes
automatiques de traitement d’images autorisant 1’étude de ces enregistrements dans leur
globalité. Dans cette tache, nous nous limiterons a deux problemes particuliers. Premiere-
ment, la caméra CCD de EIT est soumise a un flot permanent de rayons cosmiques issus du
soleil et de sources indéterminées dans la galaxie. Ceci occasionne un bruitage spécifique des
images prenant la forme de traces brillantes (traces cosmiques) isolées. En combinaison avec
un filtrage médian classique, nous verrons que la CW'T utilisée comme un outil d’analyse
de régularité (Holderienne) locale supprime ces traces. Deuxiémement, la couronne solaire
contient des éléments de faible taille (< 60 arcsec) nommés points brillants (ou BPs pour
Bright points [Phi92, ZKWO01, Har93]). Ceux-ci trouvent leur origine dans I’échauffement
local du plasma coronal sous 'action du champ magnétique solaire. Leur enregistrement
correspond a un rehaussement lumineux sur des zones restreintes des images EIT. En
abordant une approche similaire & celle développée en [Bij99], nous étudierons comment

8 Spherical Continuous Wavelet Transform.
9 Difference of Gaussians.

10 Brtreme ultraviolet Imaging Telescope.

1 Solar and Heliospheric Observatory.

12 Bxtreme Ultra- Violet.
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sélectionner et caractériser ces BPs en décomposant une image en ses objets constitutifs.
Ces derniers sont issus de tubes de maxima dans la description multi-échelle de 'image,
c.-a-d. d’une généralisation discrete des lignes de mazima de la CWT.

En ce qui concerne la structure proprement dite de cette these, le premier chapitre intro-
duit la notion de représentation fréquentielle de signaux, et ce, sur trois types d’espaces :
la droite, le plan et la sphere. Nous observons également comment ces représentations
subsistent lorsque ces domaines sont discrétisés (échantillonnés).

Le second chapitre est consacré aux développement de la transformée continue en onde-
lettes. La définition de la CW'T a une dimension est tout d’abord introduite. Les conditions
nécessaires a sa réalisation, comme 1’admissibilité de son ondelette mere, sont ensuite éta-
blies, avant la présentation de ses propriétés de covariance et de redondance. Nous observons
ensuite comment généraliser la CW'T a deux dimensions par I’ajout d’une rotation lors de
la création des ondelettes. Une classe importante d’ondelettes meres, dites directionnelles
[AMV99], est par ailleurs introduite. Finalement, la CWT est étendue a la sphere par la
définition de la dilatation stéréographique.

Le troisieme chapitre présente deux applications de la CWT. Dans la premiere, nous
étudions le lien qui existe entre la régularité (Holderienne) locale de fonctions et la dé-
croissance des coefficients en ondelettes [HT90, Jaf9l]. Nous introduisons également une
extension directionnelle a celui-ci pour sonder toute la richesse comportementale des fonc-
tions planes. La seconde application consiste a estimer le rayon de courbure des contours
d’objets dans des images au moyen d’ondelettes directionnelles [AJ03b]. Nous montrons
pour ce faire que la réponse angulaire des coefficients associés dépend de ce rayon.

Dans le quatrieme chapitre, nous explorons la notion de reperes d’ondelettes, autrement
dit, les conditions permettant la discrétisation partielle ou complete de I'analyse continue
tout en garantissant la reconstruction des signaux analysés. Cette question est premiere-
ment envisagée abstraitement dans le cadre général de la décomposition d’une fonction
dans un espace de Hilbert. Nous parlons ensuite des reperes d’ondelettes du plan, en insis-
tant sur le role de la directionnalité de ces dernieres. Cette propriété est ensuite controlée
pour mener a la création de reperes d’ondelettes dits (angulairement) multisélectifs. Finale-
ment, les conditions de construction de reperes (stéréographiques) d’ondelettes sur S? sont
étudiées.

Le cinquieme chapitre est consacré au probleme spécifique de ’analyse des images de
Iexpérience EIT. Apres quelques brefs rappels de physique solaire, nous détaillons I'expé-
rience elle-méme, c.-a-d. son contexte physique, ses objectifs et ses contraintes, pour ensuite
appliquer I'analyse en ondelettes a deux problemes de traitement d’images, a savoir la dé-
tection et la suppression de “traces cosmiques” sur les images, et la détection/classification
des points brillants (BPs) de la couronne solaire.

Nous attirons 'attention sur le fait que les chapitres, sections et sous-sections relatives
aux nouveaux développements et résultats de cette thése ont été marqués du symbole .

En outre, pour éviter I'alourdissement du texte, les démonstrations des propositions,
théoremes et lemmes ont été placées dans I'annexe A.



L’annexe B présente quant a elle un complément sur la transformée en ondelettes dis-
crete et I'analyse multirésolution, utile a 1’établissement de I’analyse multisélective de la
section 4.4.

La derniere annexe présente finalement la toolbox YAWTB [Yaw| développée dans
I'Institut de Physique Théorique FYMA de I"Université catholique de Louvain. Il s’agit
d’une collection libre [Gpl] de programmes Matlab(c) réalisant la plupart des méthodes et
algorithmes présentés dans ce document.
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Chapitre 1

Représentations fréquentielles

Ce chapitre introduit la notion de représentation fréquentielle d'une fonction
dans divers espaces, continus ou discrétisés.

Nous donnons quelques brefs rappels d’analyse afin d’asseoir les différents concepts
et définitions utilisés ultérieurement dans ce document.

La transformée de Fourier d’un signal unidimensionnel est ensuite présentée,
avant d’aborder le probleme de sa discrétisation réguliere.

Les concepts de fréquence et d’échantillonnage sont finalement étendus au plan
et a la sphere.

1.1 Représentations fréquentielles de signaux

1.1.1 Notions d’analyse

Soit une fonction (ou signal)

C

f: — f(). (1.1)

R
t
Sa régularité s’évalue par son appartenance a ’espace

C™R) = {(9:R—C): YkeNn[0,m], ¢¥ = %# e C°(R)}, (1.2)

pour m € N° et ot C°(R) est 'ensemble des fonctions continues sur R. Par extension,
I'espace C°(R) correspond a la classe des fonctions indéfiniment dérivables.
Nous dirons que f est d’énergie finie' (ou carré intégrable) si

feL’Rdt) = {(g:R—C): ||9H§=/Rdt lg®)* < oo} (1.3)

'En rapport avec la notion physique de I’énergie introduite en électromagnétisme comme l'intégration
sur un volume du carré de 'amplitude d’un champ électrique (ou magnétique).

7
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Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, nous noterons par la suite L*(R,dt) = L*(R) et ||-|» =

L?(R) est en réalité un espace de Hilbert associé au produit scalaire

(flg) = / at (0 gt), (F1F) = WP Vi.ge L(R), (1.4)

ou * désigne la conjugaison complexe.
Ce produit scalaire? lie I'espace des fonctions de Schwartz

SR) = { f€C®R) : Vm,necN,IC R, sup [t"f™|<C}, (1.5)

teR

a l'espace des distributions tempérées
S'(R) = {deDR) : Vs e SR), (s|d) < oo }, (1.6)

ou D est l'espace des distributions sur R, c.-a-d. ’ensemble des fonctionnelles linéaires
continues sur C*(R) [Sch98]. Un exemple de fonction de Schwartz est la gaussienne g(t) =
exp(—t?), tandis que la “fonction” de Dirac §(t) définie par

617) = / at 5(1) f(t) = f(0), Vfes, (L.7)

appartient S'(R).
Les fonctions de Schwartz forment une sous-classe de I’ensemble des fonctions a décrois-
sance rapide

OR) = {(f:R—C): ¥meN,IC Ry, sup |"f(t)| <C}. (1.8)

teR

Ce dernier espace fonctionnel sera souvent utilisé dans ce document.
L’espace L?(R) appartient & une classe d’espaces tout a fait générale

LP(R,dt) = LP(R) = { (f:R—=C): [Ifll,= (/Rdt FOP) < oo} (19)

avec p > 1. Pour p # 2, la norme ||-||, n’est cependant pas liée & un produit scalaire. Les
LP(R) ne sont donc pas des espaces de Hilbert, mais des espaces de Banach?.

Pour terminer cette section, signalons que l’ensemble des concepts définis plus haut
s’étendent & tout espace mesurable E. Par exemple, sur la sphere S? paramétrisée par la
colatitude (ou azimuth) 6 € [0, 7] et la longitude ¢ € S; = [0,27] (angle équatorial), la
mesure de Lebesgue est

du(8,¢) = sin@dfdy, (1.10)

2En réalité, ce produit scalaire est relié & la définition d™un triplet de Gel’fand S C  C &' plutot qu’a
la seule définition de $ [GV64].
3Espaces vectoriels normés et complets.
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et I'espace des fonctions d’énergie finie devient

(8% dn) = (5 = {(9:5° = C): ol = |

. du(9.0) 190, @) < oo} (1.11)

Le produit scalaire sur L?*(S?) est quant & lui défini par

Ul9) = [ du@) F@)gl). Vi.ge IS, (1.12)

avec 'angle solide w = (0, ).

1.1.2 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier réalise un changement de représentation dans la description
d’une fonction f. Par la décomposition de cette derniere en fonctions oscillantes “pures”
(monochromes), la lecture du contenu de f s’effectue alors fréquentiellement.

Cette transformée est formellement définie par

A~

i) = / at f(t) e, (1.13)

ou & € R est la fréquence* de f(€).
Puisque

o) < / at |£(t)) (1.14)

I'intégrale (1.13) converge pour tout £ € R si f € L'(R). L’application F qui & f associe

sa transformée f, opere donc de L*(R) dans B(R) = {(g: R — C): 3b e R, : |g| < b},
I’espace des fonctions bornées sur R.

Proposition 1.1. Si f € LY(R) et si f € L'(R), alors

f = & [ afees (1.15)

En remarquant que L'(R) N L*(R) est dense dans L*(R), c.-a-d. quil est toujours
possible de trouver une suite f,, € L'(R) N L3(R) (n € N) telle que lim,, .. ||f — fu| =0
pour toute fonction f € L*(R), la transformée de Fourier s’étend & I'espace L*(R) [Mal98].

Proposition 1.2. Si f € L*(R), alors [’égalité de Plancherel

/R a ol = & [ a i (1.16)

4En réalité, il s’agit plutét d’une pulsation, c.-a-d. & = 27wv oll v est la fréquence. Nous utiliserons
cependant cet abus de langage par la suite.
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est vérifiée. En outre, ||f — f.|| = 0 avec

L) = X /R a¢ f(e) e, (1.17)

ce qui équivaut a dire que la reconstruction (1.17) est obtenue presque partout sur R.

Par conséquent, F crée une isométrie entre L?(R) et lui-méme.

La transformée de Fourier s’étend également a l'espace des distributions tempérées
S'(R) [Sch98]. Suivant la formulation (1.7), la distribution de Dirac est par exemple associée
a

6(&) = 1. (1.18)

Introduisons maintenant I'opération de convolution entre deux fonctions. Celle-ci est

définie formellement par

(f*g)(t) = / du f(u—t) g(u), (1.19)

pour f,g : R — C. Cette opération permet, entre autre, la modélisation d'un filtrage
linéaire et invariant dans le temps (stationnaire) d’'un signal f au moyen d’un filtre g
[Lyn82].

Tout comme le produit scalaire défini en (1.4), cette convolution se transpose simple-
ment en Fourier.

Proposition 1.3. Si f et g appartiennent o L*(R), alors

flg) = & / a (©)3©) = L(F1a), (1.20)
et, -
(fx9)(&) = f(&)a(). (1.21)

La derniere égalité est connue sous le nom de théoreme de convolution.

Pour terminer cette section, observons comment certaines tranformations ou propriétés
d’une fonction f se traduisent dans l'espace de Fourier :

f@&) = ft=1) & fE) = e, (1.22a)
ft) = f(2) = (&) lalf(af), (1.22b)
ft) = f(=t) & f(&)~ f(=9), (1.22c)
F) 19" F©), (1.22d)

fER & f(§)=[(-9), (1.22¢)
feSR) & feSR), (1.22f)

pour t,&, 7,0 € R, et n € N.
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1.1.3 Discrétisation

Il est rare en pratique d’analyser un signal continu®. En général, seul un ensemble
discret de valeurs est disponible. Cette discrétisation est en outre le seul type d’information
traitable numériquement.

Il est donc important d’établir sous quelles conditions un signal discrétisé est équivalent
a sa version continue (hypothétique).

Modélisons tout d’abord cette transformation en supposant un échantillonnage du si-
gnal f réalisé tous les intervalles de temps 7' € R*, c.-a-d. en formant

fat) = Y f(nT)o(t —nT), (1.23)

nel

a partir des échantillons {f(nT) : n € Z}.
Intuitivement, il est clair que si f “oscille” trop rapidement par rapport a 1’échelle de
temps T', la discrétisation décrite en (1.23) va immanquablement gommer ce comportement.
Mathématiquement, cette notion est affinée en introduisant la définition suivante.

Définition 1.1. Une fonction f € L*(R) est dite a bande limitée s’il existe un & € Ry
tel que f(&) =0 si [€] > &, auquel cas, & est la bande passante de f.

Nous désignons par Bg,, I'ensemble des fonctions de bande passante® & € R, c.-a-d.

By, = {g € L*(R): (&) = 0,¥[¢| > &} (1.24)

Des lors, sous certaines conditions, la fonction continue f peut étre reconstruite a l’aide du
théoreme de Shannon-Whittaker.

Théoréme 1.1. Si f est une fonction a bande limitée de bande passante § < 7, alors

f&) = > f(T) ho(t —nT), (1.25)

nez

s

avec hy(t) = (F)7" sin(%) = sinc(Ft). Dans le cas inverse, c.-i-d. si & > 7., il n’est pas

T T
possible de reconstruire f a partir des valeurs f(nT).

La preuve de ce théoréme consiste a remarquer que (1.23) peut se réécrire comme

fa(t) = f(t) Mz (2), (1.26)

avec Ulp(t) = > ..oy 0(t = nT') est le peigne de Dirac.
Par conséquent, en inversant le role des fréquences et des positions dans le théoreme de
convolution, nous obtenons

fal) = 3 (f ) (©). (1.27)

5Le filtrage analogique, malgré une perte de souplesse et un manque de précision par rapport & une
analyse digitale, offre cependant cette possibilité.
6La notion de “bande passante” réfere ici & un intervalle centré sur l'origine fréquentielle.
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En outre, en employant la covariance sous translation de la transformée de Fourier
donnée en (1.22a),

Mp(e) = Y e T (1.28)

ne’l

Lemme 1.1. La transformée de Fourier d’un peigne de Dirac est un peigne de Dirac,
c.-a-d.

MIp(E) = 2 Mlyep(€). (1.29)

Ce lemme est une réécriture de la formule sommatoire de Poisson

S el = NS¢ - kE), (1.30)

nes keZ

valable au sens des distributions [Mal98].
Par conséquent,

el

Z — k%), (1.31)

Autrement dit, la transformée de Fourier de fyq est une périodisation de celle de f. Si
f € By, avec § < &

F©) = Mg _5)(&) fa(€). (1.32)

En remarquant que hp (&) =T N7 —r /71 (€), T'équation (1.25) est démontrée par le théo-
reme de convolution.

Si f ¢ B, c.-a-d. si le support de f ¢ [-=, 7],

sation de f introduit des chevauchements au voisinage des points (2k + L)% pour k € Z.
Il y a alors perte d’information dans la représentation de f par fq. L’intuition développée
précédement pour introduire le théoreme de Shannon est donc vérifiée. Ce phénomene est
connu sous le nom d’aliasing.

la relation (1.31) indique que la périodi-

Pour terminer, les fonctions a bande limitée permettent également de discrétiser le
produit scalaire et la convolution définis plus haut.

Proposition 1.4. 5i f, g € Bg,, avec § < %, alors

(flg) = T f(nT)g(nT) (1.33)
(fxg)(t) = T Y f(nT)g(t—nT). (1.34)

La preuve de cette proposition est présentée a I'annexe A (Sec. A.1, p. 159).



1.1. Représentations fréquentielles de signaux 13

1.1.4 Implémentation

En pratique, le calcul numérique impose de considérer des signaux de longueur finie, ne
fut-ce que par la taille limitée de leur support d’enregistrement.
Supposons dans la suite que T" = 1 pour simplifier les calculs. Soit f € B, une fonction
a support fini, c.-a-d. supp (f) = [0, N]. Pour revenir au cas précédent, nous commengons
par définir la périodisation
= > f(t+mN). (1.35)
meZ
Meéme si f,(t) ¢ L*(R), en restreignant la somme apparaissant dans (1.35) & m €
[—M, M], pour M € N, et en passant a la limite M — oo, la formule de Poisson montre
facilement que
) = % fnF)oE—nF). (1.36)

neL

Par conséquent, la modélisation (1.23) associée a f, devient

= > fn)s(t—n), (1.37)

nez

et, en employant (1.31),

=Y flE—2rk) = Z " fnZ)6(§— Z(n+kN)), (1.38)

kEZ knez

ol 1 est restreint & N valeurs puisque f(n) = 0 pour |n| > 2.

En conclusion, la discrétisation apparait a la fois en position et en fréquence, et, tout
comme fy, fd(§ ) est completement déterminé par N fréquences £ = n— pour n € Z[N | =
{0,...,N —1}.

Ceci nous amene a analyser le contenu fréquentiel de tout vecteur {f[n] : n € [0, N[}
représentant un signal continu f , au moyen de la transformée de Fourier discreéte

Z fln] exp(—i3Fkn), (1.39)

nEZ[N]

ou les crochets employés pour indicer les élements de f et de f rappelle les caracteres
discret et fini de la démarche [Mal98].

En remarquant que la famille {ej,[n] = exp(i3Tkn) : k € [0, N[} est une base orthogonale
des séquences discretes de périodes N, la transformée discrete inverse s’obtient par

L " flk] exp(iZkn). (1.40)

keZ [N]

De maniere brutale, le calcul de ’ensemble des f [k], ainsi que celui de la reconstruction

des f[n] & partir de ces coefficients, requiert O(N?) opérations’.

"Additions et multiplications (éventuellement complexes) confondues.
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Il existe cependant un algorithme rapide pour réaliser ces opérations : la FFT®. Ce
dernier évalue I'ensemble des valeurs f[k] (ou f[n]) en O(N log, N) opérations.

En supposant que pour une fonction f € B, de support [0, V], la valeur f [k] corresponde
au contenu fréquentiel de la fonction continue f(t) en £ = 2W’Tk:, c-a-d. f (%’Tk:), la FFT nous
permet d’obtenir un calcul rapide de la transformée de Fourier de f(¢).

1.2 Extension a L*(R?)

Toutes les notions vues a la section précédente s’étendent sans peine au cas bidimen-
sionnel.

Soit une fonction
R?2 — C
T — f(2).

Une telle fonction modélise souvent une image monochrome ou en niveaux de gris,
c.-a-d. I'association d'un point de R? & une intensité lumineuse?.

La régularité bidimensionnelle de f se mesure par son appartenance a

[ (1.41)

C™R?) = {(g:R>*—>C): (VkIEN: k+1<m), L8 e COR?)}, (1.42)

) Drkoyk

olt C°(R?) est I'ensemble des fonctions continues sur R2.
En outre, f est de carré intégrable si f € L?(R?) = L?(R?,d?7) avec

LR, &%) = { (f:R*—=C): |If] = ( / PE@P)” <o) (143)

La transformée de Fourier s’étend sans peine & L?(IR?) par les mémes arguments qu’a
la section précédente, de sorte que, pour toute fonction f € L?(R?),

@ = [ ¢ r@ei (1.44)
]R2
f(Z) = ﬁ/ A’k f(E)eiE'f p.p. sur R? (1.45)
RZ

avec I = (r,y) € R2, k = (ky, k) € R
Celle-ci respecte la relation de Plancherel

1P = [ €715@F = g [ @R IFE (1.4

8Pour Fast Fourier Transform. Nous ne détaillons pas cet algorithme dans ce document. A titre indicatif,
nous renvoyons le lecteur intéressé aux ouvrages [Lyn82, Mal9g].

9Les images couleur sont elles issues d’une fonction vectorielle remplacant, par exemple, I’intensité
lumineuse par un triplet d’intensités associées a trois couleurs fondamentales : rouge, vert et bleu. Les
particularités d’une telle représentation ne sont cependant pas étudiées dans ce document.
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et vérifie des propriétés équivalentes a (1.22) :

[@) = J@E=0) & fE)= [ e, (1.47a)
@) = fa”rg'7) & f(R) — lalf(ary 'R, (1.47h)
[ F1(E) = ()™ )" F(R), (1.47¢)

pour 7, k,b € R2, a € R et m,n € N.
Tout comme a une dimension, et pour une période d’échantillonnage 7" € R* supposée

identique selon les axes = et y, cette fonction se discrétise sur les points {Z,,, = (mT,nT) :
(m,n) € Z*} aTaide de

fa@) = D f(Fnn) 6T — T, (1.48)

ou ¢ est la fonction de Dirac étendue a deux dimensions.
Sous certaines hypotheses, fq caractérise completement f laquelle peut étre reconstruite
a laide des valeurs f(Z,,,).

Théoreme 1.2. Si f € By,, avec

By, = {ge L*R?) : f(k)=0, Vk € R? : max(|k,|, |k,|) < ko}, (1.49)
pour un certain 0 < ko < %, alors
F@ = > (@) (T = T, (1.50)
(m,n)€Z?

avec hyp(¥) = sinc(Fx) sinc(Fy). Si ko > %, il est impossible de reconstruire f a partir des
valeurs f(Zmn)-

Ce théoreme est une généralisation immédiate du théoreme unidimensionnel 1.1.
Encore une fois, I'ensemble By,, avec ky < 7, est stable sous discrétisation. En effet,

pour f,g € By,, il est facile d’étendre (1.33) et (1.34) sur le plan pour obtenir

(flg) = T D F(Tun) 9(Emn) (1.51)
(mn VEZ2

(f+g)@) = T* > [(Ton) 9(T = Frn), (1.52)
(m,n)eZ?

ol (f*g)(¥) = [ Y f(§)9(T — 7).
Pulsque en pratique, en plus d’étre discrétisée, une image f possede un support fini, le

contenu fréquentiel de f est analysé au moyen de la transformée de Fourier bidimensionnelle
discrete. En supposant 7' = 1 et supp (f) = [0, N| x [0, N], celle-ci est définie par

flk, 1 = Z flm,n] exp (—i%3 (km + In)), (1.53)
m,n€Z[N]
flmn] = 5 > flk 1] exp (1% (km+ In)), (1.54)

k,I€Z[N]
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oum,n, k,l € Z[N], fl[m,n] = f(m,n), et ou f[k:, [] décrit le comportement fréquentiel de
f au vecteur d’onde (k%r, l%) L’algorithme FFT s’étend a cette nouvelle transformée de

sorte que 'ensemble des N? valeurs de f[k,] (ou de f[m,n]) se calcule en O(N?log? N)
opérations, plutot qu’en O(N?) opérations avec un calcul direct.

1.3 Extension a L*(S?)

1.3.1 Transformée de Fourier sur L?(5?)

Sur la sphere, la représentation fréquentielle d'une fonction f € L?(S?) est obtenue par
sa décomposition dans la base orthonormée des harmoniques sphériques {Y;™ : (I,m) € N'},
avec N = {(I,m) € N x Z : |m| < I} [Vil69]. 1l s’agit des vecteurs propres de l'opérateur
de Beltrami Ag sur S?, c.-a-d. le Laplacien en coordonnées sphériques.

Ces fonctions sont définies par

Y™ (w) = nym P (cos ) ™, (1.55)
ol :

e w=(0,p) €S?

0 est la colatitude,

© € St est la longitude,

P/™ est le polynome de Legendre associé d’ordre [ [Vil69],

o et ng,, = ,/% E;;Zg: est un facteur de normalisation choisi de telle sorte que

(YY) = G, (1.56)
ot (flg) = [4 du(w) f*(w)g(w) est le produit scalaire sur L*(S?,du) = L*(S?).

La transformée en harmoniques sphériques de f, aussi appelée transformée de Fourier sur
la sphere'?, est composée des coefficients

~

flym) = (™). (1.57)

La transformée inverse est elle obtenue selon

flw) = > flm)Y"(). (1.58)
(

I,m)eN

0Et également série de Laplace.
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1.3.2 Théoréme de corrélation

La corrélation entre deux fonctions sur la sphere est formellement définie de la maniere
suivante.

Définition 1.2. La corrélation de deux fonctions g : S* — C et h : S* — C est la fonction
g*h:S0(3) — C, établie

(g+h)(p) = (Rog|h) = /

. dp(w) [Rpg]"(w) h(w), (1.59)

ot R,g(w) = g(p~'w) est la rotation de g par un élement p € SO(3).

Cette opération est semblable a la notion de convolution sphérique développée en
[AV99].

La corrélation g+ h se simplifie dans le cas ou g est axisymétrique (ou zonale), autrement
dit, invariante sous rotation autour du pole Nord. En effet, une rotation p € SO(3) peut
toujours étre paramétrisée par ses trois angles d’Euler «, 0, ¢ € S} de la maniere suivante

p = plp.6,0) = riryr, (1.60)

ou 1Y dénote une rotation d’angle v € S; autour d’'un axe u (ici, y ou z). Nous désignons
également par RY I'opérateur de rotation sur L*(S?) tel que

[RY gl(w) = g((r})"'w), (1.61)
pour g € L*(S?).
Par conséquent, si g est axisymétrique, c.-a-d. si RZg = ¢ pour tout o € Sy, nous aurons

[Rpgl(w) =[RS Ry gl(w), (1.62)

et Paction de R, sur g équivaut & son transport du pole nord vers un point w = (0, p) € S2.
Etant donné [w] = p(y,0,0) € SO(3)'!, nous définissons la corrélation x par

(gxh)(w) = /S du(@) [By 91" () (') = (gxh)([w]), (1.63)

pour éviter toute confusion avec la corrélation complete *.
A Tinstar de la droite ou du plan, I'opération x s’exprime simplement dans 1’espace
fréquentiel.

Théoréme 1.3. Si h € L?(S?) et si g € L*(S?) est avisymétrique, alors

(gh)(l,m) = /3% §°(1,0)h(l,m), V(,m)EN. (1.64)

Ce théoreme de corrélation sphérique se base sur le fait que 'axisymétricité de g im-
plique que (I, m) est nulle pour m # 0. La preuve est donnée a I'annexe A (Sec. A.2,
p. 159) et peut également étre trouvée en [DH94.

HEléments de SO(3) représentants de la classe d’équivalence & gauche de SO(3)/SO(2)
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1.3.3 Echantillonnage et regle de quadrature

Observons maintenant sous quelles conditions les concepts des sections précédentes
peuvent étre discrétisés sur S2.

Remarquons tout d’abord qu'il existe plusieurs types de discrétisations (grilles) sphé-
riques :

e les grilles équi-angulaires ou deux points adjacents de la grille sont séparés par des
angles constants;

o les grilles équi-distribuées ot chaque point est le centre d'une cellule de surface
constante [CF97, GHR].

Nous utilisons ici la premiere classe de grilles'?. En particulier, nous choisissons une
grille carrée de la forme

gﬁ = {(epv@q> DP9 62[26]}7 (1.65)

avec 3 € N, 6, = (2p+ 1)% et g, = q%. Les latitudes 6, forment une grille dite pseudo-
spectrale. Elles sont localisées sur les noeuds d’un polynéome de Chebyshev d’ordre 273
[Boy89, DH94].

Définition 1.3. Une fonction f € L*(S?) est a bande limitée, s’il existe un b € N tel que

A~

f(l,m) =0 pour tout (I,m) € N et tout | > b.
L’ensemble des fonctions de largeur de bande ( est dénoté par
By = {feL*S%: f(I,m)=0, Y(I,m)eN,1>b}. (1.66)

Pour la grille équi-angulaire donnée en (1.65), une formule de quadrature existe pour
le calcul des coefficients de Fourier des fonctions & bande limitée sur S? [FMZ03].

Proposition 1.5. Si g € Bg, il existe des poids wg € R tels que

sm) = [ 00 g0,V 0.0) = X w00 Y B (167)

P.q€Z[2]
pour tout (I, m) € Nz ={(l,m) e N : 1 < (3}.
Les poids wg sont obtenus a l'aide de
w) = % sin(0,) Z s sin ((2k +1)6,), (1.68)

keZ[B]

avec Zp,qEZ[Qﬁ] wg = 4.

12]] s’agit vraisemblablement de la discrétisation la plus répandue dans la littérature relative & la mani-
pulation de données sphériques.
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L’équation(1.67) constitue véritablement une transformée de Fourier discréete sur la
sphere.
La transformée de Fourier discréte inverse s’obtient de la maniére suivante

90y, 0q) = Z g(l,m) Y™ (0p, 0q), (1.69)
(I,m)eNs

avec p, q € Z[2/3].

Remarque 1.1. Si f € Bg, la proposition 1.5 nous indique que les valeurs de f restreintes
a la grille Gg de taille 23 x 23 permettent le calcul des coefficients de Fourier f (l,m)
jusqu’a l'ordre (§ (I < f3). Ce point marque une différence par rapport a ’analyse spectrale
de signaux a une et deux dimensions ou la taille de l'espace fréquentiel égale celle de
I’espace des positions. Mentionnons cependant qu’il existe des grilles sphériques ou cette
égalité réapparait. C’est le cas de la reégle de quadrature de Gauss-Legendre [Lan56] ot les
latitudes sont prises sur les zéros de polynome de Legendre.

Pour [ et m fixés, 'évaluation de (1.67) requiert O(3?) opérations. Pour I'ensemble des
(I,m) € N3, soit % éléments, il faut donc escompter O(*) opérations. Cette estimation
est identique pour I’évaluation de la transformée de Fourier discrete inverse.

Puisque selon (1.55), Y;™(0,,p,) = nu, P (cos6,) €™#7, une transformée de Fourier
discrete sur Sy peut étre appliquée selon la longitude ¢, dans (1.67). En effet,

g<lvm) = Z wgg(epawq) ng*(epv(pq) (170)
P.a€Z[28)]
= Z WY i §(6p, m) P (cos 6,), (1.71)
PEZ[28)]

avec §(0p,m) = > 708 9(0p, ©q) e~ m?a_ 1’emploi d’'une FFT en longitude permet ainsi
de réduire le calcul des g(I,m) & O(3log 3) opérations [ADJO1].

Il existe cependant un algorithme rapide de calcul de la transformée de Fourier sphé-
rique directe et inverse s’effectuant en O(3%log? ). Celui-ci, di & J.R. Driscoll et D. M.
Healy [DH94], emploie, d’'une part, une transformée discrete en cosinus (DCT) selon la
(co)latitude 6, et d’autre part, les regles de récurrence des polynomes de Legendre [Vil69].
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Chapitre 2

Analyse continue en ondelettes

2.1 Introduction

A Tlinstar de la transformée de Fourier, la transformée continue en ondelettes (CWT?!)
définit une nouvelle description pour une fonction f appartenant a un certain espace de
Hilbert $.

Cependant, a I'inverse d'une représentation fréquentielle pure, la CW'T de cette fonction
ausculte simultanément son “contenu” spatial et en échelle, la dépliant ainsi dans un espace
plus grand que ’espace initial.

Pratiquement, ce processus se réalise par la comparaison de f avec des transformations
simples (affines) d’une fonction fondamentale, dite ondelette mére.

Ces transformations ne sont pas choisies au hasard. Elles forment généralement un
groupe et dépendent de 'espace ou vit la fonction analysée. Elles contiennent également
une notion de dilatation essentielle a la paramétrisation en échelle de la transformée [Ant96].

Nous commencons par détailler la théorie menant a la transformée continue en on-
delettes unidimensionnelle ($ = L*(R)), pour ensuite s’attarder au cas des ondelettes
bidimensionnelles ($ = L?(R?)) et sphériques ($ = L?(S5?)).

2.2 Transformée continue en ondelettes sur L*(R)

2.2.1 Principe

Soit une fonction f : R — R, ou signal, d’énergie finie, c-a-d. f € $ = L*(R). L'ex-
ploration du contenu de f peut premierement étre réalisée par la comparaison de cette
derniere avec une fonction “sonde” ¥ € §) connue. Ce processus se réalise par un produit
scalaire, au sens de ), créant ainsi un coefficient

W, = Wlf) = / at (1) f (1), (2.1)

YPour Continuous Wavelet Transform.

21
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ou le symbole * denote la conjugaison complexe.
Il est clair que Wy ne reflete quune information tres partielle sur f : la similarité de
cette derniere avec 1. En effet, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Wy < IFIHRL (2.2)

I’égalité n’étant vérifiée que si f est proportionnelle a 1.

Si le support A C R de v est compact, le comportement de f sur le complémentaire
CA est inatteignable par cette expérience comparative. En outre, les variations de f seront
moyennées sur A induisant de nouveau une perte d’information.

Il semble donc naturel de transformer f avant sa comparaison afin de parcourir 1’en-
semble des comportements réalisables par celle-ci. Sur la droite L?*(R), les transformations
naturelles sont celles du groupe affine G,g ~ RxR? , c.-a-d. le groupe formé par les transla-
tions et les dilatations. Ce groupe agit sur L? (R) al’aide d’une représentation U : Gg — 9
telle que
t—0

a

fb,a(t) = [U(bv a)f] (t> = f(

), (2.3)

avec f € L*(R) et (b,a) € Gag. Le parametre n ajuste la normalisation des fonctions
modifiées. Ainsi, avec n = 1, les f;, sont L'-normalisées, c.-a-d. |[Uf|l; = | f|l;. Pour
n =2, |Uf|l = ||f]l et les fp, sont L:normalisées. Nous prendrons n = 2 dans tout le
reste de cette section en mentionnant ponctuellement les particularités propres a l'autre
normalisation.

Nous pouvons par conséquent définir les coefficients

Wib,a) = (@|U(b,a)f). (2.4)

En pratique, il est difficile de transformer la fonction f a priori inconnue. En exigeant au
préalable que U soit unitaire, c.-a-d. telle que

(U, a) | Ub,a)g) = (h]g), (2.5)

pour tout h, g € §, il est plus aisé de transformer ¢ et de changer la place de U au sein du
produit scalaire (2.4). Ceci donne lieu aux nouveaux coefficients

Wiba) = (alf) = Wi((ba)™), (2.6)

avec

1 t—>

7 (—). (2.7)

Suivant 'idée que ¥ mesure? f, ce dernier changement consiste a modifier I'instrument
de mesure plutot que l'objet de I'analyse, et donc de passer d'un point de vue actif de
transformation a un point de vue passif [Ant96].

[U(b,a) ¥](1) = Ypalt) =

211 s’agit d’une notion issue des fondements de la mécanique quantique.
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—

En outre, si ¢ est bien localisée autour de l'origine, 13, est centrée sur b avec une
étendue proportionnelle & a. La valeur d'un coefficient Wy (b, a) est donc en rapport avec
le comportement de f autour de b sur un voisinage de taille proportionnelle a a. Ces deux
parametres sont donc tout naturellement nommeés respectivement parametre de position et
parametre d’échelle.

Sous certaines conditions appliquées a ¢, 'ensemble des coefficients Wy (b, a) caracté-
rise univoquement f et constitue la transformée continue en ondelettes (CWT) de cette
derniere. Nous détaillons ce point a la section suivante.

2.2.2 Définition

La formation des coefficients définis en (2.6) modifie la représentation de f : elle permet
de passer d'une description temporelle a une description dite temps-échelle. Toutefois, lors
de ce passage, il faut garantir qu’aucune information n’a été perdue, et, in fine, pouvoir
reconstruire f au moyen de W.

Dans cette optique nous introduisons la définition suivante.

Définition 2.1. La fonction ¢» € L'(R) est dite admissible si

7 2 V2
0 < oy = /Rd5 w<§>| _ /Rdg |¢<§£>| - - 28)

auquel cas 1) est nommée ondelette.

Remarque 2.1. Notons que, dans un contexte de théorie des groupes, exiger I'admissibilité
de v revient a imposer a la représentation U qu’elle soit de carré intégrable et donc aussi
irréductible [AAGO00]. Cette derniere propriété garantit que la famille {¢),, : (b,a) € Gag}
n’engendre pas un sous espace invariant de $) mais la totalité de celui-ci.

Remarque 2.2. Une condition nécessaire® pour respecter (2.8) est d’avoir ¢)(0) = 0. Au-
trement dit, fR 1 = 0, et 1 est une fonction de moyenne nulle qui doit donc osciller.
L’appellation ondelette est donc bien choisie?.

Le passage de Wy a f est alors exprimé au sein du théoreme suivant [Tor95].

Théoréme 2.1. Soit p € L'(R) une ondelette admissible. Toute fonction f € $ peut étre
décomposée comme suit

r = 2 PN ) ), (2.9)

c 2
v JrRixr @

ot ’égalité est vraie presque partout sur R (convergence dans $)).

3Elle est suffisante & 'aide d’hypotheses de régularité supplémentaires imposées & 1.
4Historiquement cependant, le terme est d’origine géophysique [Hub97].
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Une preuve de ce théoreme peut étre trouvée dans [Tor95].
La mesure dz;i“ apparaissant dans (2.9) est liée la normalisation L? des 'ondelettes Upa-
Il s’agit de la mesure (de Haar) invariante a gauche du groupe affine G,¢. Notons que dans
le cas de la normalisation L', cette mesure devient dbad“, en liaison avec la mesure de Haar
invariante a droite de ce méme groupe.

Sous les hypotheses du théoréme, la relation présentée en (2.6) définit en réalité une

isométrie

Wy: o — 6

(2.10)
f — \/% <¢b,a ‘ f>7
ot & = L?(Gg, dl;;i“).
Il existe en effet une relation de Plancherel pour la CW'T.
Corollaire 2.1. Si ¢ € L'(R) et si ¢y < o0, alors
dbda
1917 = [ ae i = 2 Wy ba)P, 2.11)
R R xR @

Ce corollaire, qui s’obtient moralement en projetant (2.9) sur f, exprime la conservation
de I'énergie lors du changement de représention. Il est donc clair que si f € ), Wy € &, et
inversement.

2.2.3 Redondance et noyau reproduisant

Le théoreme de la section précédente exprime que 'isométrie définie en (2.10) est in-
versible uniquement sur son image. Cette derniere est loin d’étre étendue a la totalité de
&. Intuitivement cela semble évident puisque Wy déplie une fonction a un parametre sur
une espace a deux dimensions.

Pour bien comprendre ce fait, il faut introduire la notion de noyau reproduisant.

Définition 2.2. Soit ¢y € $ une ondelette admissible. Le noyau reproduisant associé est
défini par
K¢(b7 a ‘ bOv aO) = c%,, <¢b,a ‘ wbo,%)’ (212>

pour (b, a), (by,ag) € Gag.
Ce noyau correspond donc a la CWT de I'ondelette elle méme. En outre,

bo—b @

K¢(b7a|b07a0) = K¢(071 ‘ )7 (213>

7
a a
grace a la covariance de la transformée qui sera explicitée a la section suivante.

A ce noyau reproduisant est associé un opérateur intégral P, tel que pour tout 1" € &,

Ry =SS Kb V.a) T(a) (2.14)
R: xR @
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Par la propriété (2.13), ce dernier correspond aussi a une convolution sur Gg.
Le fait remarquable est que cet opérateur est idempotent, c.-a-d. PyPy,T = P,T. En

effet,
[PwaT](b//’a//) = 1 / / dbda db’da

* xR xR
<¢b’,a |wb”,a”> <'l/)b,a | wb’,a’> T(b> a)

- [ e

v Jry xR
<¢ba —/ db/da (Vg ar | wr o) v, '>
R* xR

Cp
+

-1 / s (b, a) (i | V)
R* xR

<y
= [P,T](b",a"). (2.15)
L’opérateur P, est donc un projecteur sur ’espace &,, défini par
&, = {Teb:PT=T} (2.16)
Par un raisonnement analogue a celui démontrant I'idempotence de P, remarquons
aussi que Wy est la CWT d’'une fonction f € § ssi Wy € &,. En particulier,

W) = /R ] d’;da Ky(ba| V) Wi(b,a). (2.17)

Le redondance est donc clairement apparente puisque la valeur de la transformée en un
point (b,a) de G est completement déterminée par I'ensemble des points du support de
Ky(.,.|b,a), lequel n’est pas ponctuel.

2.2.4 Covariance

La CWT est covariante sous I'action du groupe de symétries la définissant, en 1'occu-
rence le groupe affine G .g.

Proposition 2.1. Pour u € R et o € RY,
(1) si f(t) — T,f(t) = f(t —u), alors Wi(b,a) — We(b—u,a);
(i) si f(t) = Daf(t) = Jzf(3), alors Wi(b,a) — Wy(z, 2).
Ceci découle directement du fait que
({Ub,a)|Uu,a)f) = (Ulu,0)'U(ba) ¥ f) (2.18)
= (U(—=2)vl ) (2.19)

par 'emploi de l'unitarité de la représentation U.
Selon cette proposition, la covariance du noyau reproduisant mentionnée en (2.13) est
donc évidente.
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2.2.5 Localisation et interprétation

15r

‘“(a,z) Llj(8,1/2)

0.5

-0.51

F1G. 2.1 — Localisation spatiale d'une ondelette

Idéalement, afin de donner une interprétation correcte de la CW'T et d’assurer sa loca-
lité, ¢ doit étre bien localisée en position. Ceci s’obtient par exemple en exigeant que le
support de 1 soit compact ou en demandant que v soit une fonction a décroissance rapide
(b € Q(R)).

Dans ce cas, nous pouvons dire de Wy (b,a) qu’elle analyse le comportement de f au
voisinage de b avec une localité proportionnelle a a.

Il existe aussi une lecture fréquentielle de la transformée. En effet, en utilisant (1.20),

We(b,a) = /Rdtf()\/fw (t_b)
= o | & f(&) Va(ag) e, (2.20)

Imaginons que le support fréquentiel de ¢, c.-a-d. le support de ¢, soit localisé autour
d’une fréquence &,. Dans ce cas, ¢(a§ ) se concentre autour de 50 . La CWT observe donc le
contenu fréquentiel de f au voisinage de 5; Par conséquent, a~! joue le méme role qu’une
fréquence : pour une large échelle, 1), est tres étendue et explore les basses fréquences,
tandis que pour de petites échelles, 1), est tres localisée et observe les hautes fréquences
(Fig. 2.1).

Cette constatation met en évidence le lien qui existe entre I'espace des parametres de
la CWT et I'inégalité de Fourier exprimée par

1

(Au) (Be) > 5,

ou Ayf et A¢f sont respectivement les étendues (ou variances) spatiale et fréquentielle

d’une fonction f € $ [Mal98]. L’égalité survient par exemple pour une gaussienne f(t) =
2 . .

exp(—%) qui sature cette relation.

(2.21)
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Remarque 2.3. Dans un cadre plus général, I'inégalité (2.21) est un cas particulier de la
relation
AyAAB > (A B)), (2.22)

ot A et B sont deux opérateurs auto-adjoints sur un espace de Hilbert $), (A4),, = (¢ | A¢)
est la valeur moyenne de A dans I'état ¢ € 9, et (AyA)* = (A%),, — (A)] est Vincertitude
sur A dans ce méme état. La relation (2.21) est équivalente aux choix A = P et B =
@, respectivement les opérateurs de position et d’impulsion tels que Q¥ (z) = x(x) et
Piy(x) = —i%zﬂ(:c). L’interprétation physique de ce résultat mene alors au fameux principe
dincertitude d’Heisenberyg.

2.2.6 Conditions sur 1

Outre son admissibilité, il est parfois exigé de 1) qu’elle satisfasse des conditions auxi-
liaires.

Premierement, comme mentionné a la section précédente, il est préférable que v soit bien
localisée spatio-temporellement. L’information portée par W(b, a) est alors bien localisée
sur la position b autour de la fréquence %‘) si & est la fréquence principale de 'ondelette.

Deuxiement, ¢ peut étre progressive, c.-a-d. telle que 1@(5 ) = 0 pour tout & < 0 avec 1&
réelle. Dans ce cas, la reconstruction (2.9) cesse d’étre valide® pour f € §. Elle fonctionne
cependant encore pour les fonctions appelées signauz analytiques, c.-a-d. pour les f € H, =
{fen: f(&) =0,V <0}. Une telle ondelette permet par exemple d’estimer la fréquence
instantanée d’un signal, ou encore de séparer ce dernier en différentes bandes spectrales
[DEG92].

Finalement, ¢ peut posséder n moments nuls, c.-a-d.

/dt t"(t) = 0, Vm <n. (2.23)
R

Dans ce cas, 'ondelette sera “aveugle” aux comportements polynomiaux de degré n — 1 du
signal f dans le sens ou les coefficients en ondelettes n’y seront pas sensibles. En effet, si
(2.23) est respectée, pour tout polynome p de degré n — 1,

Wby = [ atpt) Sz (S

_ /R dt p(at +b) Vav*(t) (2.25)

) (2.24)

*

Al (2.26)
= 0, (2.27)

°En modifiant la condition d’admissibilité (2.8) et en autorisant des échelles négatives dans la trans-
formée en ondelettes (2.6) via une normalisation des ondelettes en |a|_%, il est cependant possible de
reconstruire toute fonction f € § [Tor95].
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ou p'(t) = p(at + b) est un autre polynome de degré n. Nous verrons au chapitre suivant
que cette propriété se révele particulierement intéressante dans 1’étude de la régularité de
f et dans 'analyse de ses singularités.

2.2.7 Exemples d’ondelettes

La transformée de Fourier est universelle face aux signaux qu’elle décompose. A I'in-
verse, la transformée continue en ondelettes explore le contenu d’une fonction a ’aide d’une
ondelette mere jouant véritablement le role d’une lentille d’observation. Cette derniere doit
donc étre choisie en fonction de la tache a réaliser.

Citons premierement la classe des ondelettes réelles. Un exemple est le chapeau Mexi-
cain, ou ondelette de Marr, issu du laplacien d'une gaussienne,

t2

Y(t) = 1—t*)exp(— 5). (2.28)
Il existe aussi la différence de gaussiennes (DOG?®), définie par
2y 1 t?

oll a est généralement fixé” & 1.25.

Ces deux ondelettes possedent respectivement deux et un moments nuls et sont particu-
lierement utiles pour la détection de singularités dans un signal. Elles s’averent également
capables de fournir une information sur la régularité de la fonction analysée (cfr. chap. 3).

Il existe ensuite les ondelettes complexes, telle 'ondelette de Morlet. Celle-ci est obtenue
par la modulation d'une gaussienne,

2

Y(t) = exp(— %) el — exp (- %0), (2.30)

Le dernier terme est un terme correctif négligeable pour &, suffisamment grand (typique-
ment & > 5.5). Il s’agit d’'une ondelette (numériquement) progressive car sa transformée

de Fourier (6 &) e
$(E) = exp(—To) —exp (= 3),

est négligeable sur les fréquences négatives.

(2.31)

2.2.8 Implémentation

En pratique, les fonctions analysées ne sont ni continues, ni infinies, c.-a-d. non définies
sur R tout entier. La représentation d’un signal sur ordinateur est en général une séquence
de valeurs résultant de 1’échantillonnage de la fonction continue théorique (Sec. 1.1.3).

SPour Difference of Gaussians.
"Pour cette valeur de a, I'ondelette DOG est assez semblable & I'ondelette chapeau mezicain [Ant94].
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Dans ce cas, les intégrales donnant lieu au calcul de la CWT deviennent des sommes
de Riemann dont le calcul direct s’effectue en un temps non négligeable. Pour N positions
et N, échelles, il faudra de I'ordre de O(N?N,) opérations d’additions-multiplications pour
obtenir ’ensemble des W(b, a).

Ce temps de calcul se réduit fortement en observant la formulation fréquentielle de la
CWT donnée en (2.20), c.-a-d.

Wiba) = L /R d¢ F(€) v/ad* (ag) e,

Les coefficients Wy(b,a) y sont représentés comme le résultat de la transformée de
Fourier inverse du produit f(£) \/ad*(af).

Par conséquent, si f est une fonction a bande limitée, c.-a-d. si f € B, en prenant
une période d’échantillonnage 7' = 1, 'implémentation rapide de la transformée discrete
de Fourier (FFT) permet le calcul de la CWT en O(NN,log N) opérations.

Remarque 2.4. Cette implémentation induit cependant une périodisation du signal f ana-
lysé apres N valeurs. Par conséquent, des effets de bord apparaissent sur les extrémités de
la transformée selon une étendue qui augmente avec 1’échelle. En d’autres termes, la FFT
périodise le signal et introduit de ce fait des singularités sur les bords de ce dernier.

Remarque 2.5. L’hypothese du continu implicitement réalisée, c.-a-d. le fait que la CW'T est
correctement évaluée par des calculs discrets, n’est valable que pour une certaine gamme
d’échelles. En effet, pour obtenir les coefficients W(b, a) au moyen d'une FET inverse, il
faut, d’une part, v, € B, c.-a-d.

ess supp (1&(@5)) C [-m 7,

et d’autre part, que la taille de supp (¢,) soit inférieure a la largeur N du signal f.

Ceci définit un intervalle d’échelles [am,an] C RY propre a l'ondelette v tel que, si
a < an, Y, n'est pas suffisamment échantillonnée, et si a > ay, ¢, est plus grande que le
signal analysé.

2.3 Transformée continue en ondelettes sur L*(R?)

2.3.1 Définition

Soit une fonction, f : R?> — R d’énergie finie, c.-a-d. f € § = L?(R?). Comme men-
tionné au chapitre 1, celle-ci peut représenter une image®, c.-a-d. I'association dun point
de R? & un niveau d’intensité lumineuse.

Les transformations que nous souhaitons appliquer a f sont : les translations par un
vecteur @ € R?,

f(@) — [Tafl(@) = f(7 —a), (2.32)

8En niveaux de gris ou monochrome.
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les dilatations d'un facteur a € R7,

f(@) — [Duf](@) = fa™" 2), (2.33)
et les rotations d'un angle # € S*
f(@) — [Ref(T) = f(rg '), (2.34)

cosf) —sind
sinf  cosd
Ces trois transformations forment le groupe de similitude SIM(2) = R? x (R* x SO(2)).

avec la matrice de rotation ry = <

Définition 2.3. Une ondelette 1 € L'(R?) est dite admissible sur L*(R?) si

IOAIE
cy = (2m)? /Rz d*k % < 0. (2.35)

Sous certaines hypotheses de régularité additionnelles, c.-a-d. si ¢ € L'(R?) N L?(R?),
cette condition se simplifie en

~

P0)=0 < (¥)=0. (2.36)

Notons en outre que les transformations de SIM(2) décrites plus haut ne modifient pas
le caractere admissible d'une fonction.

Définition 2.4. Soit 1 une ondelette admissible. La transformée continue en ondelettes
d’une fonction f € L*(R?) est la donnée des coefficients

Wi(b,a,0) = (Lo, f), (2.37)

avec

. 1 L E—b
wl;,a,@ (I‘) = ag_nw (TG '

et pour n = 1 ou 2 respectivement en normalisation L' ou L? des ondelettes ainsi définies.

), (2.38)

Comme dans le cas unidimensionnel, nous travaillerons par la suite en normalisation L.
Si l'ondelette 1) est bien localisée autour de 'origine, un coeflicient en ondelettes Wf(l;, a, )
s’interprete comme ’analyse du contenu de la fonction f au voisinage du point g, avec une
localité proportionnelle a a et selon une orientation 6.

Remarque 2.6. 11 est possible d’ajouter d’autres transformations dans la définition des
coefficients en ondelettes en perdant la réalisation de groupe décrite précédemment. Nous
pouvons par exemple introduire une dilatation anisotrope de parametres ai,as € R telle
que [VFO1]

f(@) = [Daa fI(7) = fd ), ), (2.39)
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avec la matrice d’anisotropie

ap 0
doray = < 01 a2). (2.40)

Dans ce cas, les coefficients sont

Wi(b,ar,a2,0) = (U, .0l ) (2.41)

avec wgmmﬂ = T;Dy, 0, Rot).
Ceci est, par exemple, employé au chapitre 3 pour caractériser la régularité direction-
nelle d’une fonction. Nous verrons que le cas idéal pour cette analyse est de prendre a1 < as.

Proposition 2.2. Soit ¢ € L'(R?) une ondelette admissible. Toute fonction f € L?(R?)
peut étre reconstruite sur base de ses coefficients en ondelettes au moyen de la formule de
reconstruction suivante

f@) = L /S ()d?gg_g 40 W(5,a,0) 5, 4(7), (2.42)
IM(2

cy
valable presque partout sur R2.

La mesure d2b % df apparaissant dans U'intégration (2.46) est la mesure de Haar inva-
riante & gauche de SIM(2). Pour la normalisation L' des ondelettes (n = 1 dans (2.38)),

celle-ci doit étre remplacée par la mesure invariante & droite d?b df dé.

Proposition 2.3. Pour toute ondelette admissible 1, et toute fonction f € L?(R?), 'ap-
plication -
Wy L*(R? d%%) — L*(SIM(2), db % dh)

(2.43)
fo— \/Lc—w <¢E7a,9 | )
est une isométrie, et
1917 = & [ @50 WiEe ) (2.44)
v JsIM(2)

Remarque 2.7. Si I'ondelette 1 est isotrope, c.-a-d. si ¥(F) = 1 (ro&) pour tout a € S,
alors I'intégration angulaire est éliminée des formules précédentes. Autrement dit, pour une
ondelette isotrope v telle que

D E) |2
R? %112

—

les coefficients en ondelettes sont Wy(b, a) = (45, | f), et la reconstruction devient
@ = & [ @ Wi v @), (2.40)
v JR2 R ’

presque partout sur R2.
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2.3.2 Propriétés

Tout comme a une dimension, la transformée en ondelettes est covariante sous toute
action de SIM(2) sur la fonction analysée.

Proposition 2.4. Soit f € L*(R?). Pour @ € R?, a € RY et ¢ € S*,
(i) si f(Z) — Taf(Z) = (T — @), alors W (b, a,0) — W(b—1i,a,0);

(it) si f(Z) — Do f(Z) = 2f(L), alors Wf(b a,0) — Wi(

Q |

v 0);
(iti) si f(Z)— R,f(Z) = f(r;'Z), alors Wf(b a,0) — Wi(r; “1b,a,60 — ).
Un noyau reproduisant est également défini par
K(H.d,0|ba,0) 0o | V) (2.47)

L’opérateur intégral Py : L*(SIM(2)) — L*(SIM(2)) tel que

F(t,d,0) = / v d0 K(,d,0'|b,a,0) F(b,a,6). (2.48)
SIM(2)

permet alors d’établir que ' € L*(SIM(2)) est la transformée en ondelettes d’'une fonction
[ € L*(R?) ssi F vérifie la condition de reproductibilité P,F = F. Dans ce contexte, P,
est le projecteur orthogonal de L*(SIM(2)) sur 'image de la W,,.

2.3.3 Conditions sur

Outre son caractere admissible essentiel a la phase de reconstruction de la fonction ana-
lysée, il est important que I'ondelette soit bien localisée spatialement et fréquentiellement.
Comme dans le cas unidimensionnel, ceci garantit une bonne interprétation des coefficients
W;.

Lorsque que la CW'T est utilisée pour analyser la régularité d'une fonction f, il est
généralement demandé que ¢ ait n moments nuls, c.-a-d.

/ 7 229° $(F) = 0, YO<a+8<n (2.49)
]R2

Dans ce cas, Wy sera nul sur toute composante de f présentant un comportement polyno-
mial d’ordre n — 1, c.-a-d. sur le développement de Taylor d’ordre n — 1 de f.

Afin de détecter des objets tres orientés au sein de f, il est commode de prendre une
ondelette ¢ directionnelle, c.-a~-d. dont le support fréquentiel est essentiellement contenu
dans un cone convexe dont le sommet se trouve sur l'origine [AMV99]. Dans ce cas, si f
contient par exemple une droite d’orientation « passant par un point «, la réponse des
coefficients Wy (i, a,0) est d’autant plus étroite autour de la direction § = « que le cone
supportant d est étroit. Les ondelettes coniques présentées a la section suivante sont des
ondelettes directionnelles.
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2.3.4 Ondelettes isotropes, directionnelles et endstopped

Il existe une multitude d’ondelettes bidimensionnelles, chacune adaptée a une ou plu-
sieurs taches.

Mentionnons premierement la catégorie des ondelettes isotropes telles que ¥(r,z) =
»(Z) pour tout a € S*. L’ondelette chapeau mexicain, ou ondelette de Marr [Mar82],
définie par

=112
0@ = @ |37 esp (- 120), (2.50)
ainsi que 'ondelette différence de gaussiennes, ou DOG, telle que
. [l Il
() = eXp(— 5 ) — é exp(— 2a2)’ (2.51)

avec v > 1, présentent cette propriété. Le chapeau mexicain est par exemple employé en
astrophysique pour la détection de sources de rayons gamma avec des niveaux de comptage
de photon tres faibles [DMMO97].

Une autre classe d’ondelettes est celle des ondelettes directionnelles. Celles-ci sont telles
que leur support fréquentiel est essentiellement contenu dans un cone convexe pointé sur
I'origine. La généralisation bidimensionnelle de I'ondelette de Morlet définie par

. [l Ry o? || k||
'l/)(flf) = eXp(—ﬁ)e 0 + eXp(—T

) (2.52)

avec ko € R2 et o € R* , répond a ce critere. Le dernier terme de (2.52) est de nouveau un

terme correctif qui disparait pour ol|ko|| > 5.5. La capacité de cette ondelette a détecter
des objets orientés, tel des segments de droite, peut étre calibrée [AMV04].
Une ondelette directionnelle est dite conique si son support fréquentiel exactement
contenu dans un cone. L’ondelette de Cauchy définie par
1&(];;) — { (k ) ﬂ@)l(k ’ g—@)m e_k-na S? ke C(—SD,SO), (253)
0, sinon,

avec €, = (cosp,sinp) pour p € S, 7 = (n,0) avec n > 0, et C(—p,¢) = {k € R? :
| arg k | < ¢}, possede par construction cette propriété. Les parametres [ et m controlent la
régularité de 1 sur les bords du cone C.

L’exponentielle décroissante présente en (2.53) peut étre remplacée par un comporte-
ment gausssien mieux localisé radialement. Ceci conduit a 'ondelette conique gaussienne

suivante
(kr>2<(o))2

a0 :{ ((),g.a)z(;;’.g_@)me—ff, ke C(—p,9), (2.54)

sinon,

pour ¢ > 0 et avec x(o) = "T_lx/l + m. Le paramétre o controle I'étendue radiale de 1
autour du vecteur (v/[ 4+ m,0).
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Cette ondelette est par exemple employée comme détecteur de symétrie sous dilatation-
rotation dans des motifs apériodiques (quasi-périodiques) dépourvus d’invariance sous
translation discrete mais possédant des symétries (statistiques [Rad95]) sous rotation et
dilatation discretes [AJT99).

Une derniere sous-classe d’ondelettes directionnelles est celle des ondelettes dites end-
stopped. Ces ondelettes, découvertes par S. K. Bhattacharjee [Bha99], ont la capacité de
détecter les extrémités de segments de droite (endstopped de premier type) ou la longueur
de ceux-ci (endstopped du second type). Elles imitent en réalité le comportement de cer-
taines cellules, dites endstopped cells, de la rétine des mammiferes lors du phénomene de
vision & bas niveau? [Hubg88].

L’ondelette endstopped du premier type est obtenue par différentiation de 'ondelette de
Morlet dans une direction perpendiculaire a son vecteur fréquentiel principal EO = (ko,0) :

0@ = 2 fep(~4P) ¢, (2.55)
Y
(k) = —2ma?ik, exp(—3 |k — ko|l?), (2.56)

Pour I'ondelette endstopped du second type, une dérivation du second ordre est réalisée
sur 'ondelette de Morlet dans une direction perpendiculaire a /ZO de sorte que
= 0 12|12
Y(F) = a—yg[exp(—gHIH )e

iE(yf]

: (2.57)

B) = —2m0 k2 exp(—} [k — koll?). (2.58)

2.3.5 Implémentation

Tout comme le cas unidimensionnel, les fonctions analysées par la transformée en onde-
lettes sont en réalité discrétisées sur une grille de positions (Sec. 1.2). Supposons un période
d’échantillonnage unitaire avec supp (f) C [0, N[x[0, N]|.

En remarquant que

WiGa.0) = g [ @F FE) 9 (ary B (259

les valeurs W s’'obtiennent par la transformée de Fourier inverse du produit, f (k) *(ary '%).
L’emploi de la FFT a deux dimensions permet alors le calcul des Wf(l;, a,0) en O(N? x
log? N') opérations pour a et 6 fixés. Le prix & payer est encore une fois la périodisation de
la fonction f dans les directions des axes x et y, ce qui induit des effets de bord dans les
coefficients en ondelettes.
En outre, comme a une dimension, I’hypothese du continu n’est vérifiée que sur une
certaine gamme d’échelles [an,, ani] C RY liée intrinsequement a 1, et telle que

esssupp (V) C [—m,7[x[-m, 7], (2.60)
esssupp (¢,) C [0, N[x][0,N], (2.61)

9 Autrement dit, sans intervention du cerveau.
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pour tout a € [ay,, am|.
En dehors de celle-ci, soit les ondelettes 1)z _ , ne sont pas assez échantillonnées (a < a,),
soit 1, devient plus grande que le support de la fonction f (a > ay).

2.4 Transformée continue en ondelettes sur la sphere

2.4.1 Introduction

Il existe actuellement une forte demande dans tous les domaines touchant & la manipu-
lation de données sphériques pour étudier celles-ci avec une vision “multi-échelle”. Citons
par exemple les applications géophysiques [FMZ03|, astrophysiques (analyse du bruit de
fond cosmique [CSB00, CSMO01]), médicales (détection d’axones dans le cerveau humain
[HTJ03], analyse d’électro-encéphalogrammes) et la vision omnidirectionnelle [Dan00].

2.4.2 Principes

De la méme maniere que ses soeurs unidimensionnelle et plane, la transformée continue
en ondelettes sur la sphere (SCWT?X) est établie & partir de certaines transformations
affines de S?, & savoir I'association d'une rotation définie par un élément p du groupe
SO(3) et d’une dilatation (stéréographique) paramétrisée par une échelle a € R’ [AMV04,
ADJO1].

La rotation jouera ici le double role du parametre de translation et de rotation présents
a deux dimensions pour I'analyse des fonctions de L?(IR?).

Autrement dit, une fonction f € L%(S?) = L2(S? du), avec du(f,p) = sinfdfdy la
mesure de Lebesgue sur la sphere, peut se transformer sous ’action

e d’une rotation R, (p € SO(3)) :
(Rpf)w) = flp'w), (2.62)
outw = (0,¢);

e d’'une dilatation stéréographique D, (a € RY) :

[NIES

(Daf)(w) = Aa,0)> f(w1), (2.63)

a

ol w, = (0,4, ¢) avec tan %‘1 = atan g, et A est un facteur de normalisation associé au

cocycle exprimant la non-invariance de la mesure du sous dilatation. Ce facteur \ est
donné par

4a?
Mab) = T eos® T (@ LI (264)
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.y

F1G. 2.2 — Représentation visuelle de la dilatation stéréographique.

Intuitivement, I'action de la dilatation D, sur f € L*(S?) correspond, dans l'ordre,
a la projection stéréographique de f sur le plan tangent au pole nord de la sphere, a la
dilatation “plane” d'un facteur a de cette fonction projetée, et au retour sur la sphere de
cette nouvelle fonction par projection stéréographique inverse. Ce processus est illustré sur
la Figure 2.2 par la détermination de I'image A" d’un point A sous dilatation D,.

Techniquement, ces deux transformations affines, bien que non commutantes et non
génératrices d’'un groupe, peuvent étre incorporées dans le groupe conforme de S? & savoir
le groupe de Lorentz SOg(3,1) au moyen de la décomposition d’'Iwasawa [AV99]. L'intérét
de cette démarche est que SOy(3,1) possede une représentation unitaire irréductible dans
L?(S?) donnant lieu & une représentation carré-intégrable sur Rf x SO(3). Ce point per-
met alors la construction d’une transformée en ondelettes sur S? en employant les mémes
techniques que celles développées sur la droite ou sur le plan [AAGO0].

2.4.3 Ondelettes sphériques

Dans le schéma décrit & la section précédente, une ondelette ¢p € L?(S?) sera dite
admissible'!, s'il existe une constante ¢ € R* telle que, pour tout € N,

812 da , -
0 < Gu=gr 3 [ FlamP < e (2.65)
|m|<I +

OPour Spherical Continuous Wavelet Transform.
H(est a dire quelle sera un vecteur admissible pour la représentation du groupe de Lorentz SO(3,1)
mentionné plus haut.
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avec ’(/Aia(l, m) = (Y™ | ,) la transformée en harmonique sphérique'? de 1, = D .
Une condition plus simple & manipuler et presque équivalente a (2.65) est d’imposer
que [Van98]

v, 9)
/32 dM(&@)m = 0, (2.66)

condition homologue a ’annulation de la moyenne des ondelettes planes.
En remarquant que

Dap(0,0) v(0, ¢)
/52 du(8, ) 1 +cosf a/sg du(8, ) 1+ cosf’ (2:67)

la condition (2.66) permet de créer toute une classe d’ondelettes admissibles de la forme

@b(@» 30) = ¢(97 SO) - éDagb(ev 90)7 (268)

pour une certaine fonction ¢ € L*(S?).

FiG. 2.3 — L’ondelette DOG pour o = 1.25 dilatée de a = 0.1.

En particulier, pour ¢ = exp (— tanQ(%Q)), c.-a~d. la projection stéréographique inverse

de la gaussienne sur la sphere, nous obtenons 1'ondelette sphérique DOG'?

N[

(0, p) = exp(—tan*(30)) — IA(a,0)2 exp ( — & tan®(16)), (2.69)

dont une représentation dilatée d'un facteur a = 0.1 est donnée sur la Figure 2.3.

12Nommée également transformée de Fourier sur S2.
BPour Difference of Gaussians.
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2.4.4 Définition et propriétés de la SCWT

Etant donné un élement p € SO(3), une dilatation a € R* et une ondelette admissible
Y € L?(S?), la transformée continue en ondelettes sphériques (SCWT) d’une fonction
[ € L*(S5?) est constituée par les coefficients

Wip.a) = (Wpal £) = [ due) (R,Dut]"(0) (), (2.70)

Malheureusement, cette transformation n’est pas completement covariante sous ’action
des rotations et dilatations. En effet :

e sous rotation, si f est modifiée par un élément p’ € SO(3), nous avons

Wr,5(p,a) = (Yoal Ref) = (R)'R,Datb| f) = Wi(p' "' p,a), (2.71)
o ct sous dilatation, si [ est dilatée d'un facteur o’ € R,
Wp,s(p.a) = (bpal Daf) = (Dy'R,Datb| f), (2.72)

et cette derniere égalité ne peut étre simplifiée car R, ne commute pas avec D).

Les coefficients donnés en (2.70) sont également le résultat d'une corrélation sphérique
entre ¢, et f au sens développé en 1.3.2.
Autrement dit,

Wf(p> a) = (%*f)(ﬂ)- (273)

En outre, si 'ondelette 1 est azisymétrique (ou zonale), c.-a~d. si (6, p) = ¥(0),
puisque que la dilatation stéréographique est radiale autour du pole nord, la transformée
continue en ondelette se réduit a la définition

Wiw,a) = (bax f)([wW]) = (Yax f)Ww), (2.74)

avec [w] = p(p,0,0) € SO(3) en paramétrisation Eulerienne, et ou 'opération x est la
corrélation réduite a S? définie en (1.63).

2.4.5 Reconstruction

La reconstruction d’une fonction f € L?(S?) sur base des coefficients W; est un peu
particuliere. En effet, si I'ondelette ¢ est telle que |, s, do ¥(0,p) # 0, alors la famille

{¢pa : p € SO(3),a € R*} constitue un repere continu de L?(S?) . Autrement dit, il existe
deux constantes 0 < A < B < oo telles que pour toute fonction f € L?(S?),

AP < [l DF < BT 275)

avec dv la mesure (de Haar) invariante sur SO(3). En conséquence, nous pouvons énoncer
la proposition suivante [ADJ01].
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Proposition 2.5. Soit f € L*(S?). Si est une ondelette admissible telle que [ dpib(0,¢) #
0, alors

[ e w0 R, £ D), (2.76)
r: J50(3)

ou les coefficients Wy(p,a) sont donnés par (2.70), et L est ’opérateur de repere (auto-
adjoint) défini en Fourier par

[Lyh(Lm) = Gu(l) h(l,m), Vhe L(5?), (2.77)
avec Gy (1) déterminé par (2.65).

La preuve de cette proposition, dont le schéma général nous sera utile dans la suite,
figure a 'annexe A (Sec. A.2, p. 160).
Précisons que cet opérateur de repere continu est défini en position par

dadu(p
B = [ Wi (o), (2.78)

et (2.75) équivaut a I'encadrement
AT < L, < BT, (2.79)
ou Z est l'opérateur identité.

Corollaire 2.2. Sous les conditions de la proposition précédente, la relation de Plancherel
sutvante est satisfaite

I =[] w0 W) (2.80)
+ J50(3)
avec
Wf(p> a) = <@Ep,a /) = (B, qulDaw | f)- (2.81)
Ce corollaire s’obtient directement en projetant (2.78) sur f.

La formule de reconstruction dans le cas d’un ondelette axisymétrique est fournie par
le corollaire suivant.

Corollaire 2.3. Si 1 est une ondelette axisymétrique, alors, pour toute fonction f €

LA(57),
/ [ W 0) ), (2.82)

avec @w,a =R L;lDa@D, et Ly Uopérateur de repere tel que

L 0ulm) = [ [ %1008 ] 6a(t0) o (2.85)

+

Ce corollaire est prouvé a 'annexe A (Sec. A.2, p. 161).
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Fi1G. 2.4 — Analyse d’une cartographie du ciel obtenue par le satellite Hipparcos pour la
mission Tycho [Hip|. (a) Image originale (nombre d’étoiles > 110°). (b) Wy (w,0.08). (c)
Wf(w, 004) (d) Wf(w, 0.02).
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2.4.6 Implémentation "

Seule I'implémentation relative a ’emploi des ondelettes axisymétriques est traitée dans
cette section. Pour une implémentation plus générale incluant des ondelettes sphériques
directionnelles, nous référons le lecteur a [ADJO1].

L’équation (2.74) nous fournit une réécriture de la SCWT sous la forme d’une corrélation
sphérique entre 'ondelette dilatée 1), et la fonction analysée f. Comme décrit a la section
1.3.2, cette corrélation s’exprime tres simplement en Fourier de sorte que

(ax HLm) = /5= 02(1,0) fI,m), V(I,m) €N, (2.84)

Par conséquent, pour chaque échelle a € R, une détermination rapide des coefficients
de la SCWT peut étre réalisée. En effet, si la fonction f € L?(S?) est initialement discrétisée
sur une grille équi-angulaire Gg de taille 2B x 2B (cfr. 1.65), en supposant que f et 1),
appartiennent/_\al’ensemble Bp défini en (1.66), les calculs de f, ¥a et de la transformée
inverse de (¢, * f) sont réalisables rapidement a ’aide de l’algorithme de J.R. Driscoll et
D. M. Healy [DH94].

Une implémentation libre!* de ce dernier, nommée SpharmonicKit, est d’ailleurs dispo-
nible [SK]. Dans le cadre de cette these, les routines C correspondantes ont été interfacées
avec la toolbox Matlab© YAWTB [Yaw]| (cfr. annexe C) afin de fournir un outil simple et
pédagogique pour le calcul de la SCW'T.

0.14

a=0.08

0.12- i
0.1r

o.08f | | \ |

v (1.0)

0.06r | | \ 1
\ a=0.01

0.04F| | \ |

0.02 | .

— ! L
0 50 100 150 200 250

Fia. 2.5 — Comportement de @Ea(l, 0) en fonction de I’échelle a. Pour a = 0.01, 'ondelette ),
possede une largeur de bande supérieure a celle permise par une grille 512x512 (B = 256).

14 Autrement dit sous license GPL (General Public License [Gpl]).
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A titre d’exemple, nous avons analysé les données sphériques du catalogue d’étoiles
Tycho obtenu par le satellite Hipparcos [Hip|. Il s’agit de la répartition de plus d’un mil-
lion d’étoiles discrétisée ici sur une grille équi-angulaire sphérique 512 x 512 (B = 256)
(Fig. 2.4(a)). La Voie Lactée est clairement apparente sur cette représentation sous la
forme d’une bande oblique ou la densité d’étoiles est plus importante.

La SCWT de ces données a été réalisée a 'aide de l'ondelette sphérique DOG pour
trois échelles : @ = 0.08 (Fig. 2.4(b)) (Fig. 2.4(b)), a = 0.04 (Fig. 2.4(c)) et a = 0.02
(Fig. 2.4(d)). Outre I'absence de distorsion sphérique aux poles inhérente a la définition de
la SCWT, la Voie Lactée est clairement apparente a haute échelle, tandis que pour a plus
petit les sous-configurations d’étoiles se précisent.

Notons finalement que I’échelle a = 0.01 n’est pas autorisée par la résolution de la grille.
En effet, le graphique de la Figure 2.5 montre pour cette échelle une valeur ﬂa(255, 0) non
négligeable. La largeur de bande de v, n’est donc pas moralement incluse a 'intervalle des
[ permis [0, BJ.

En réalité, il existe aussi une limite supérieure pour I’échelle a. Cependant, a I'inverse de
la droite ou du plan, il est assez difficile de définir systématiquement un intervalle d’échelles
[am, an] C R ol Pondelette 1, est suffisamment échantillonnée sur une grille Gg donnée.
En effet, il n’existe pas de formule explicite pour déterminer 'action fréquentielle de la
dilatation stéréographique d’une fonction, ce qui empéche de déterminer analytiquement
la taille du support de 1,(l,0) en fonction de a.

Il est cependant possible d’estimer grossierement le comportement de da. Pour s’en
convaincre, prenons deux latitudes a et § sur [0, 7] et étudions I’évolution de la distance
(angulaire) séparant les angles dilatés «y, et 3, en fonction de a. Nous obtenons

Aopla) = tang(a, — Ba)
tan %aa — tan %ﬁa

1+ tan %aa tan %ﬁa

1 1
_ tan 5o — tan 53

1+ a?tan %a tan %ﬁ
= Kap(a) Aap(1)

puisque Aqg(1) = tan (o — (), et avec

Kap(a) = a(

Si a et 3 sont non nuls, cette fonction kK3 prend une unique valeur maximale en

i(a, B) = ! | (2.86)

1 1
tan ;o tan 53

1+ tan %a tan %6 ) (2.85)

1+a? tan%atan%ﬂ

avec Kag(0) = lim, 1 Kag(a) = 0. Autrement dit, la distance A,g(a) croit sur [0, a] et
décroit sur [a, +oo.
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Soit une ondelette axisymétrique 1. Les fréquences des harmoniques sphériques {Y,° :
[ € N} qui composent cette fonction vont étre grossierement inversement proportionnelles
a la distance séparant deux de leurs noeuds successifs en latitude.

Par conséquent, si [y est la fréquence maximale de 'ondelette ) non dilatée, la distance
minimale entre deux noeuds successifs de Ylg est de l'ordre de o Supposons que ces deux
noeuds soient a € [0, 7] et 3 =a+ 7 € [0,7].

Reprenant la relation A,g(a) = Kap(a)Aap(1), la fréquence maximale [, (a) de 'on-
delette dilatée 1), est associée a la distance minimale ) entre deux noeuds de DGYEO

s

Ly (a 0’
puisque v, = ;020 ¥(1,0) D,Y,°. Autrement dit,
. T (@) t T
an ~ Kqg(a) tan —,
21, (a) 7 2l
ou encore,
T
l,(a) ~ —. (2.87)
M 2 atan (kas(a) tan(%))

Le comportement de k,p(a) étant connu, nous pouvons grossierement établir que 1, (a)
décroit sur un certain intervalle [0, @] pour ensuite croitre sur [a, +o0].

min Anax e

J | =127 \ 7

log(i,, (@)
=

w
T
I

N
T
I

Cla, C=2.5115

1 2 3 4

0
log(a)

FIG. 2.6 — I\i(a) en fonction de Iéchelle a (en représentation logarithmique).

Ce phénomene est affiché a la Figure 2.6. Nous avons calculé une estimation de 1, (a)
qui tient compte de la non-compacité du support de ¥,(l,0), a savoir

hu(a) = min{LeN: 0.99[v* < ) [¢al.0)]* < [J&]* }, (2.88)

L
=0

l
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pour différentes valeurs de a prises dans I'intervalle [0.025, 40]

Sur ce graphique en représentation log-log, un minimum /,, (a) = 3 apparait clairement
au voisinage de a = 0.8. Ceci signifie que 'ondelette DOG peut au mieux étre discrétisée
sur une grille sphérique équi-angulaire 8 x 8 et pour a proche de 0.8 uniquement. En outre,
si nous prenons par exemple une grille 256 x 256 (B = 128), l'ondelette 1, n’est pas
correctement définie pour les valeurs de a hors de l'intervalle [a,, = 0.0204, ay; = 45.83]
puisque [, (a) y est strictement plus grand que [ = 127.

Etudions maintenant 1’évolution du support de 1&1 dans ’approximation Euclidienne de
la dilatation stéréographique [AV99], c.-a~d. lorsque

Ya(0) = Dato(0) =~ a”'4(a”'0), (2.89)

pour a < 1. Dans ce cas, en supposant esssupp (1,) = [0,u(a)], avec u(a) < ,

Ua(1,0) = 2m / ' sin(6) d6 1, (0) Y;2(0,0) (2.90)
0
u(a)
~ o / sin(6) d0 a~"4(a=0) Y (0, 0) (2.91)
0
~ 27r/ rdra” ' (a7 r) (/2 Jo(ir) (2.92)
Ry

12

a/m(20+1) / rdr ' (r) Jo(alr) (2.93)

olt nous avons employé 'approximation Y,°(6,0) ~ % Jo(10) valable pour [ > 1 et

0 < 7, Jy est la fonction de Bessel d’ordre 0, et " est un prolongement de ¢ sur R, .
Cette derniere intégrale devient

$a(1,0) =~ /2L ay(al) (2.94)
A= o [(ah)? &/ (aD)], (2.95)

ol ¢/ (u) est la transformée de Fourier bidimensionnelle de la fonction ¢’ vue comme une
fonction isotrope de L?(IR?). En effet, pour une fonction g € L?(R) telle que g(%) = g(||Z|)),
la transformée de Fourier de g se réduit a sa tranformée de Hankel'®, c.-a-d.

gk)y = g(k) = 2 /R rdr g(r) Jo(kr), (2.96)

avec ||k|| = k.
Par conséquent, pour [ > 1 et a < 1,

ba(1,0) =~ a2 plal), (2.97)

5Nommée également transformée de Fourier-Bessel.
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oit p(v) = (4m)~H (v)} P/(v).

Ce comportement se vérifie sur la Figure 2.5 oit les sommets des courbes 1(l, 0) s’af-
faissent globalement comme +/a lorsque a décroit. Comme pour le cas des ondelettes planes,
I'estimation (2.97) montre également que la borne supérieure ly;(a) du support de (1, 0)
varie comme Ca™!, pour une certaine constante C' € R. Nous avons tracé cette évolution
en trait discontinu sur la Figure 2.6. Il s’agit d’une droite de pente -1 pour une représen-
tation logarithmique de 1’échelle. Pour donner une idée, la constante C a été évaluée a
2.51 par régression linéaire sur les a < 0.04. Pour les échelles a faibles, I’écart entre iM(a)
et cette droite est d’autant plus faible que 1’approximation FEuclidienne de la dilatation
stéréographique est bonne.

Finalement, nous avons testé la forme de 'approximation (2.87) en tragant celle-ci en
pointillés sur la Figure 2.6 pour tan § tang =1 et [y = 6. Pour cette valeur de [y, la forme
de iM(a) pour a < 1 et a > 1 est bien prévue par cette approximation. Cependant, elle ne
modélise pas correctement le comportement particulier de @Ea au voisinage de a = 1.
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Chapitre 3

Ondelettes, régularité et rayon de
courbure

Grace a sa localité et a sa paramétrisation, la transformée continue en ondelettes ex-
plore des applications de traitement de signaux et d’images inaccessibles par une lecture
fréquentielle pure.

Nous présentons dans ce chapitre deux de ces applications. La premiere exploite la
localité de la CWT pour sonder la régularité (Holderienne) locale de signaux et d’'images.

La seconde utilise la directionnalité et la “réponse angulaire” de la transformée pour
étudier la courbure de contours d’objets sur le plan.

3.1 Analyse de régularité Holdérienne

Dans cette section, nous présentons comment la transformée continue en ondelettes a
une et deux dimensions établit un lien entre ’évolution de ses coefficients a petite échelle
et la régularité Holderienne de la fonction analysée.

3.1.1 Reégularité sur la droite

La régularité Holderienne d’une fonction est une généralisation continue de la régula-
rité discrete usuelle, c.-a-d. Pappartenance a I'ensemble C* (k € N) des fonctions k-fois
dérivables.

Définition 3.1. Une fonction f € L>*(R) est dite (localement) Hélderienne de classe
a € Ry en un point u € R, sl existe un polynome P de degré |, une constante K € R,
et une largeur 6 > 0, tels que

VeeR : |z —u| <9, |f(zr)—Plx—u)| < K|r—ul® (3.1)
L’exposant de Holder h¢(u) de f en u est défini par
he(w) = suwpfa:f el (3.2

47
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ot €*(u) est l’ensemble des fonctions de régularité o en u.

En ce sens, le polynome P représente le développement de Taylor d’ordre le plus élevé de
f en u, et 'exposant de Holder hy(u) équivaut dans ce contexte a la vitesse de décroissance
de lerreur réalisée lors de ce développement.

En utilisant ce fait, la proposition suivante est démontrable (Sec. A.3, p. 162).

Proposition 3.1. Pour a € R, une fonction f € € (u) si f' € €(u).

La réciproque n’est cependant pas vérifiée en toute généralité. Il existe en effet des
contre-exemples présentant des singularités dites oscillantes. Ce phénomene se produit
lorsqu’une fonction f oscille trés rapidement au voisinage d’une singularité isolée!. Citons
par exemple la classe de fonctions f(z) = 2 sinxiﬁ avec a > 0 et # > 0, analysée dans
[Jaf98] ainsi que dans [MH92] pour a = 0 et § = 1.

Il est clair que chaque fonction f de cette classe possede une singularité d’exposant «
en l'origine puisque |f(z)| < |z|*. Cependant, apres chaque dérivation de f, 'exposant de
Holder en 0 se voit retrancher la quantité 1 4+ 3 > 1, ce qui contredit la réciproque de la
proposition 3.1.

Définition 3.2. Une fonction f € L*(R) est uniformément Hélderienne de classe o € Ry
sur Uowvert |a,b[C R, c.-a-d. f € €*(a,b]), s'il existe une constante K € R telle que
Iéquation (3.1) soit vérifiée pour tout x et tout u dans |a, b|. L’exposant de Holder uniforme
sera défini par hy(Ja, b)) = sup{a: f € €*(Ja, b[)}

Si la fonction f appartient & L'(R), la régularité Holderienne se traduit dans le com-
portement de la transformée de Fourier de f.

Proposition 3.2. f € L'(R) appartient a €*(R) si

/R ae 1F©)I(1+ 1) < oo (3.3)

La preuve de cette proposition est présentée a 'annexe A (Sec. A.3, p. 162).

Cette proposition ne peut étre qu’'une condition suffisante pour la notion de régularité
locale. L’intégrale (3.3) étant invariante sous translation de f, elle ne fournit qu’une in-
formation sur la régularité uniforme de f. Ceci est a imputer, d’une part, a l'intégration
sur 'espace R tout entier réalisée dans le calcul de f , et d’autre part, a la considération
du seul module de f . Lacces a une analyse de régularité locale par le critere (3.3) est par
conséquent impossible.

Pour s’en convaincre, nous vérifions aisément que si une fonction est localement réguliere
de classe h' en tout point u € R* et cependant réguliere de classe h” avec 0 < h” < h' en
l'origine, 'intégrale (3.3) convergera uniquement pour les valeurs a < h”.

La définition d’exposant de Holder peut étre étendue a des valeurs négatives en définis-
sant la régularité de distributions tempérées [MH92].

! Définie plus loin.
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Définition 3.3. Une distribution tempérée d € S’ est uniformément Hélderienne de classe
a € R/Z sur un intervalle |a,b[, c.-a-d. d € €*(|a,b]), si sa primitive est uniformément
Héldérienne o+ 1 sur ce meme intervalle.

Par conséquent, il est possible de déterminer la régularité Holderienne d’une distribution
de Dirac §(x). En effet,

o(x) = (), (3.4)

avec [(x) = x g, (x). Cette fonction est uniformément Holderienne de classe a < 1 sur tout
voisinage U de 0. Suivant la définition 3.3, la distribution ¢ est donc de classe @ < —1 sur
ce méme voisinage. Son exposant de Holder est donc égal a -1 par passage au suprémum.

Par la suite, nous dirons qu’'une fonction f présente une singularité (isolée) en un point u
d’'un intervalle |a, b[, si hy (V) > hy(U) pour tout voisinage U C Ja, b[ de u et tout intervalle
V Cla, b ne contenant pas u.

A Tlinverse de la transformée de Fourier, la transformée en ondelettes donne acces a
I'analyse de la régularité locale d'une fonction [MH92, HT90, AAB95]. Notons que pour
des raisons de commodité, nous choisirons toujours des ondelettes L'-normalisées.

Théoreme 3.1. Si f € LY(R) est Hdlderienne de classe « > 0 en u € R, et si ¢ €
LY(R) N L3(R) est une ondelette a décroissance rapide, c.-a-d. 1 € Q(R), avec au moins
n = [a] moments nuls, alors il existe une constante A € R, une largeur n > 0, et une
échelle aq telles que

b —ul”

Vb€ [u—n,u+n], Ya<ag, [Wi(ba) < Aa®(1 + s

). (3.5)

Ce théoreme est du a S. Jaffard [Jaf91]. La preuve, inspirée de [Mal98] et de [HT90],
peut étre trouvée a 'annexe A (Sec. A.3, p. 163).

Corollaire 3.1. Si f € L'(R) est Holderienne de classe o > 0 en u, et sip € L*(R) N
L?(R) est une ondelette a décroissance rapide avec au moins n = [a] moments nuls, alors
il existe une constante A € R, et une échelle ag > 0 telles que,

Va < ag, |[Wyi(u,a)] < Aa®. (3.6)
Ezemple 3.1. Prenons la fonction test suivante :
f(t) = t* I+ (t) = tT, (3.7)

avec a € R,. Un calcul rapide montre aisément que ’exposant de Holder de f en l'origine
est . Si nous analysons cette fonction avec une ondelette dérivée de gaussienne

o) = o glt), 39
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0.4F
0.3F
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F1a. 3.1 — Analyse d’une singularité d’ordre «. (a) La fonction modélisant une singularité
d’ordre o = 0.5,1 et 1.5 en l'origine. (b) Le comportement en échelles des coefficients en
ondelettes W (0, a) en représentation log-log. Les valeurs estimées de I'exposant de Holder
figurent au milieu des courbes.

avec g(t) = e 2" et n = [a], la décroissance des coefficients W¢(0,a) associés doit étre

en correspondance avec cet exposant. Pratiquement, en prenant la représentation logarith-
mique de la transformée, nous aurons

log |[W¢(0,a)] < aloga+ K, (3.9)

pour une certaine constante K € R.

Nous présentons sur la Figure 3.1(a) la fonction f pour trois valeurs de «v : 0.5, 1 et 1.5.
Le comportement des coefficients en ondelettes W;(0, a) en fonction de I’échelle est donné
sur la Figure 3.1(b) dans une représentation log-log.

Techniquement, 'ondelette choisie est le chapeau mexicain, c.-a-d. la dérivée seconde

d’une gaussienne

92 2 £2
P(t) = ——exp—— = (1—t2)exp—§. (3.10)
Celle-ci possede les deux moments nuls nécessaires a ’analyse de la singularité la plus
réguliere (ov = 1.5). La fonction test f est définie sur 'intervalle [—1, 1] et est discrétisée sur
256 valeurs. L’échelle a est échantillonnée logarithmiquement sur 128 valeurs entre a,, = 3
et ay; = 20. La valeur minimale a,, est compatible avec ’échantillonnage de 1, , autrement
dit, supp (ﬁam) C [—1287,1287| étant donné la période d’échantillonnage T' = 1—§8.

En se basant sur la moyenne des pentes des courbes calculées, 'exposant de Holder a été
estimé a 0.4724, 0.9972 et 1.4998 ce qui est assez proche des valeurs réelles respectivement

égales a 0.5, 1 et 1.5.
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3.1.2 Régularité isotrope sur le plan

La notion de régularité Holderienne s’étend au cas bidimensionnel? par I'emploi de la
distance Euclidienne entre deux points.

Définition 3.4. Une fonction f € L®(R?) est dite (localement) Hdlderienne de classe
a € Ry en un point @ € R?, s’l existe un polynome P de degré |a|, une constante
K € R% et une largeur 6 > 0, tels que

VZeR?: |2 -l <6, |f(@)—PE—ad)| < K|z— |~ (3.11)
L’exposant de Holder hy(i) de f en 4 est donné par
(@ = swpfa: f e @), (3.12)
ot €*(10) est l’ensemble des fonctions de régularité o au point u.

Le polynome P correspond au développement de Taylor bidimensionnel de la fonction
f au voisinage du point « a ’ordre le plus élevé compte tenu de la différentiabilité de f en
ce point.

Proposition 3.3. Pour o € R+, f € €*TH(a@0) si 2 f et a%f appartiennent a €().

La réciproque n’est cependant vérifiée que dans le cas de régularité uniforme définie
juste apres.

Définition 3.5. Une fonction f € L°(R?) est uniformément régulicre de classe o € R
sur Uowvert U C R?, c.-a-d. f € €*(U), s’il existe une constante K € R* telle que
I’équation (3.11) soit vérifiée pour tout Z,4 € U.

Comme dans le cas unidimensionnel, la proposition suivante peut étre démontrée.

Proposition 3.4. f € L'(R?) appartient a €*(R?) si

/Rd212|f(12)|(1+||1%’||a) - . (3.13)

Pour pallier ’absence de localité dans une analyse fréquentielle utilisant (3.13), un lien
entre la décroissance des coefficients en ondelettes et la régularité Holdérienne locale d’une
fonction peut étre établi de la méme maniere qu’a une dimension.

Proposition 3.5. Si f € €%(u) et sivp € L'(R?) N L*(R?) est une ondelette a décroissance
rapide avec n = [a] moments nuls, alors il existe une constante K € R, une largeur § > 0
et une échelle maximale ag > 0 telle que

Vb € B(i,0), Ya € )0,a0], |Wy(b,a)| < Kaa(1+u). (3.14)
a

En particulier, pour ces mémes échelles,

Va € 10,a0], |Wi(d,a)] < Ka®. (3.15)

2Et méme & toute fonction f : R® — RP avec n,p € N,
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La démonstration de cette proposition est une généralisation bidimensionnelle de la
preuve du théoreme 3.1.

Finalement, l'extension a des exposants de Holder négatifs se fait au travers de la
définition de régularité uniforme de distributions tempérées.

Définition 3.6. Une distribution tempérée d € S’ est uniformément Hélderienne de classe
a € R/Z sur un domaine connexe D C R?, c.-a-d. d € €*(D), si sa primitive en x ou celle
en y est uniformément Holdériennes oo + 1 sur D.

Par conséquent, une distribution de Dirac 0(Z) centrée sur 1’origine possede un exposant
de Holder égal a -2. En effet, §(7) = a%a%h(f) avec h(z) = lg, xr, (Z). Puisque h est
uniformément Holderienne o < 0 sur tous voisinages de l'origine, ¢ est uniformément
réguliere @ < —2 sur ces meémes voisinages. Son exposant de Holder s’obtient alors par

passage au suprémum.
09 -15f g
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0.3
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F1G. 3.2 — Analyse d’une singularité d’ordre «. (a) La fonction modélisant une singularité
d’ordre @ = v/2 sur la droite z = 0. (b) Le comportement en échelles des coefficients en
ondelettes W (0,a) en représentation log-log. La valeur estimée de l'exposant de Holder
est indiquée sur la courbe.

Ezemple 3.2. Considérons la fonction test f : R? — R telle que
f(@) = z% g+ (x), (3.16)

simulant une singularité d’ordre o € R sur tous les points de la droite 2 = 0. La proposi-
tion 3.5 nous indique que

log |W;(0,a)] < aloga+ K, (3.17)

pour une certaine constante K € R.



3.1. Analyse de régularité Holdérienne 53

La Figure 3.2(a) présente la fonction f sur une grille 256 x256 du domaine [—1,1] X
[—1,1] pour a = V2. Cette fonction est analysée en l'origine avec I'ondelette chapeau

mexicain 17
S . x

V(&) = =717 exp -5,

pour une gamme de 32 échelles réparties logarithmiquement entre a,, = 3 et ayy = 20.

Le comportement des coefficients en ondelettes W;(0,0) en fonction de I’échelle est affiché

sur la Figure 3.2(b) en représentation log-log. L’exposant de Holder estimé a partir de la

moyenne des pentes de cette courbe est de 1.4138, soit une erreur absolue de 0.03% par

rapport & a = v/2.

(3.18)

3.1.3 Régularité directionnelle sur le plan “

Une fonction vivant sur R? peut présenter des comportements irréguliers assez pau-
vrement décrits par le concept de régularité Holderienne classique. Ce manque peut étre
comblé par une caractérisation directionnelle de cette derniere.

Notons qu’une notion équivalente existe dans le cadre de la modélisation stochastique
d’images homogenes et anisotropes [BE03], comme celles analysées pour le diagnostic d’os-
téoporose a partir de radiographies d’os.

Définition 3.7. Une fonction f € L*°(R?) est dite (localement) Hélderienne de classe
a € Ry en un point @ € R? et dans la direction ¢ € S1, c.-a-d. [ € €*(u, ), s’il existe un
polynome P de degré |, une constante K € RY et une largeur 6 > 0, tels que

VAER : [N <4, |f(@d+)e,)— P\ < K|\, (3.19)

avec €, = (cos ,sin p).
L’exposant de Holder directionnel hy(u, @) de f en @ et dans la direction ¢ correspond
au suprémum

he(d, o) = sup{a:fe&(d,p)}. (3.20)

Cette définition de régularité directionnelle se lie a la régularité isotrope au travers de
la proposition suivante démontrée a I'annexe A (Sec. A.3, p. 165)

Proposition 3.6. Soit f € L>°(R?). Pour tout i € R?,
hy(@) < min hy(d, ). (3.21)

pEeST

En particulier, une fonction f de régularité (isotrope) « en un point @ est de régularité
« en ce méme point et dans n’importe quelle direction ¢ € ;.
La transformée de Fourier offre une condition suffisante de régularité directionnelle.

Proposition 3.7. f € L*(R?) est de réqularité Hélderienne de classe o en un point i € R?
et dans la direction p € Sy si

/ @k |f(R) (14 |k-E,]%) < oc. (3.22)
R2
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La preuve figure a 'annexe A (Sec. A.3, p. 165). Encore une fois, il ne s’agit que d’une
condition suffisante de régularité car (3.22) ne dépend pas du point .

La transformée en ondelettes isotrope n’étant clairement pas adaptée a ’analyse de la
régularité directionnelle d'une fonction f € L*(R?), la transformée directionnelle présentée
dans le chapitre précédent pourrait donc étre employée pour résoudre ce probleme.

Cependant, nous préférons adopter un formalisme un peu plus général par l'emploi
d’une dilatation anisotrope des ondelettes [VF01]. Autrement dit, nous commengons par
choisir une ondelette 1 séparable, c.-a-d. de la forme

(@) = nx) oy), (3.23)

avec n € LY(R) N L?(R) une ondelette unidimensionnelle, et ¢ une fonction d’échelle “bien
localisée” telle que (¢) =1 et ¢(t) > 0 pour tout ¢t € R.
Ensuite, pour (b, a,€,0) € R? x R% x R* x Sj, nous formons

Vpaeo@) = =1(ry'd H(Z D)), (3.24)

ol 7 est la matrice de rotation d’angle 0, et ot d, . est la matrice de dilatation anisotrope
définie en (2.40).
La transformée en ondelettes a dilatation anisotrope est alors définie par les coefficients

Wib,ae.0) = (f U5, (3.25)

Si la transformée usuelle, c.-a-d. a dilatation isotrope, s’avere finalement étre un bon
outil pour I'analyse de la régularité directionnelle, nous devrions par la suite trouver de
bons résultats pour le cas ou a = €. Nous observerons ultérieurement si cette éventualité
est respectée.

Un lien peut étre établi entre la décroissance des coefficients Wf(g, a, €,0) et la régularité
directionnelle de f.

Proposition 3.8. Soit une fonction f telle que :
(i) f € €O 0) pour tout § € Sy et a: S; — Ry,
(i) f €€ (U) avec U = B(u, k), pour une certaine largeur k > 0, et a; € R..

Sip € LY(R?) N L*(R?) est une ondelette a décroissance rapide de la forme (3.23), et
sin possede n = [max,__ «(f)] moments nuls, alors il existe une largeur 0 < 6§ < k et
1

deuz échelles minimales ag et €y, telles que, V(l;, a,€) € B(u,)x]0,a0[x 0, €],

!

Wi(B,a,6,60) < Aa®O(1+ |a (B —a)- &™)+ Be(1+ | (B — ) - &™), (3.26)

avec o, = min(1, a;), € = (cos,sinf) et f = 6 + 5
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La démonstration figure a 'annexe A (Sec. A.3, p. 166).
Sur la singularité u, cette proposition montre en particulier que

(Wit a,6,0) < Aa™® 4 Bei, (3.27)

avec a < ag et € < €.
Si ay = hy(@) et si a(f) = hy(u,0), en prenant

e < a"i, (3.28)
les coefficients en ondelettes décroissent comme
Wy(d,a,6,0)] < Ca™®, (3.20)

pour une certaine constante C' € R,.
Ce cas, idéal pour la mesure de «(6) (comme le montre I’exemple qui suit), nous éloigne
généralement d’une dilatation isotrope puisque «; < ming, «(6).

Ezemple 3.3. Considérons la fonction f: R? — R présentée a la Figure 3.3(a) et telle que
f(@) = 17]° 1e. (2) (3.30)

avec Y = arg T et a(x) = 1 + sin(2x)?. La particularité de cette fonction est d’avoir une
régularité directionnelle d’ordre a(x) dans chaque direction x € [—7, w]. En outre, un calcul
rapide montre que h(0) = 1.

Si nous analysons cette fonction avec l'ondelette chapeau mexicain, pour la méme
gamme d’échelles que celle de 'exemple 3.2, en se basant sur la moyenne et sur la dé-
viation standard des pentes de log [W;(0,a)| en fonction de loga, 'exposant de Holder
isotrope de f en l'origine est estimé a 1.3529 + 0.0325. Cette valeur apparait comme in-
cohérente avec la valeur hf((j) = 1. Elle est en outre incompatible avec la proposition 3.6,
affirmant que h;(0) < mina = 1.

Cependant, la proposition 3.5 n’est pas une condition suffisante de régularité. En outre,
la fonction analysée est particulierement riche géométriquement. Elle oscille angulairement
avec une fréquence d’oscillation spatiale (par exemple, le long des droites x = ¢, avec
¢ € R, au voisinage de y = 0) tendant vers l'infini lorsqu’on se rapproche de l'origine. Il
n’est donc pas exclu que f présente une sorte de singularité oscillante “angulaire” perturbant
Pestimation de ff(0).

Utilisant la transformée continue en ondelettes a dilatation non isotrope décrite précé-
demment, la régularité directionnelle de f en l'origine peut cependant étre révélée.

En effet, si € est suffisemment petit, c.-a-d. s’il vérifie (3.28), la relation (3.29) nous
apprend que

log |[W;(0,a,¢,60)] < a(f)loga+ C’, (3.31)

pour une certaine constante C’ € R. Cette inégalité est semblable aux précédentes relations
(3.9) et (3.17) obtenues respectivement dans le cas de unidimensionnel et isotrope.
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F1G. 3.3 — Singularité directionnelle en 'origine d’ordre a(y) = 1 + sin(2x)? ol y = arg 7.
(a) La fonction test. (b) Estimation de I’exposant de Hélder directionnel pour différentes
valeurs de e. La courbe continue représente la valeur théorique «(6). (c) Estimation de
I’exposant de Holder pour € = 0.5. Les barres d’erreur correspondent a la déviation standard
des pentes de log |[W; (0,a,€,0)| entre an, et ay. La courbe discontinue représente la valeur
théorique ().
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Pratiquement, notre échelle a appartenant a un certain intervalle [ay,, ay], nous nous
contenterons de prendre € < ay,.
En conformité avec la formulation (3.23), 'ondelette choisie est la fonction

- 2 x? y?
U(@) = (1= ) exp(— ) exp(- ), (332
laquelle affiche un comportement gaussien en y et une ondelette chapeau mexicain en x.
Cette derniere assure les deux moments nuls indispensables a I’analyse de () < 2.

La Figure 3.3(b) présente I'estimation de cette régularité pour plusieurs valeurs de € :
e = 2, 1 et 0.5. Pour chaque direction, I'estimation de /() a été réalisée en prenant la valeur
moyenne des pentes de log |Wf(6, a, €,0)| vis a vis de log a sur I'intervalle [a,, = 5, ay = 20].
La courbe théorique a(f) est affichée en trait continu.

La distance fonctionnelle (au sens de L?) entre « et les trois courbes estimées décroit
avec €. Pour € = 2,1 et 0.5 elle est ainsi égale respectivement a 0.0297, 0.0239 et 0.0192.
L’estimation s’améliore donc bien a mesure que € diminue.

La Figure 3.3(c) présente la courbe obtenue pour € = 0.5. Une indication de l'erreur
commise sur I'estimation de « a été réalisée en prenant la déviation standard de la distri-
bution des pentes de log |W;(0, a, €, )| sur la gamme d’échelles utilisée.

2.5m

Exposant de Holder

) /8 /4 3n/8 2
)

FIG. 3.4 - Estimation de 'exposant h (0, 8) sur base de la décroissance de log [W;(0, a, €, 6)]
avec €(a) = Aa?. Les échelles sont prises dans Dintervalle [5,20] et A = &. La courbe
théorique «(0) est affichée en trait discontinu.

Afin de relacher la condition ¢ < a,,, nous pouvons effectuer la méme estimation de
h;(0,0) avec un € fonction de I'échelle a.

En effet, puisque le nombre de moments de 1 est n = [maxg, a(f)] = 2 et étant donné
que o} = 1, il existe un A > 0 tel que

Va <ay, € = \a® < a®?, (3.33)

Auquel cas, I'inégalité (3.29) reste valide.
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Nous présentons sur la Figure 3.4 le résultat de I'estimation. La gamme d’échelles est
la méme que précédemment avec A = 5—10 de sorte que €(a,) = 0.5. Excepté au voisinage
de § = m/2, c.-a-d. proche du bord du demi-plan Ig, (x) définissant f, I'approximation
reste bonne et ce, malgré une valeur €(ay;) = 8 importante. Les barres d’erreurs sont aussi
légerement inférieures pour les valeurs maximales de h f(5, 0).

Pour terminer cette section, mentionnons qu’il existe une approche semblable a la notre
pour l'estimation d’une régularité directionnelle ponctuelle. Celle-ci peut étre trouvée en
[EBB95]. Elle consiste a effectuer la transformée en ondelettes de la droite sur les quatre
orientations principales d'une image respectant sa discrétisation, a savoir I'horizontale, la
verticale et les deux diagonales. Ce cas correspond dans notre méthode a prendre € = 0 et
0c{0,%.7, 37”} Ce schéma est par la suite employé pour détecter les contours d’objets
en fonction, entre autre, de I'exposant de Hoélder obtenu selon ces quatre directions. Le
formalisme adopté n’est cependant pas aussi général que celui développé plus haut. En
outre, il parait difficile a généraliser aux orientations 6 quelconques sans introduire une
certaine étendue a l’ondelette dans la direction transverse a celle de I'analyse. Autrement
dit, il est important de prendre € # 0 pour échantillonner correctement 'ondelette v sur
la grille de I'image quel que soit 'angle 6.

3.2 Estimation de rayon de courbure "

Une image est généralement constituée d’objets aux formes diverses et délimités par
des contours plus ou moins nets. La transformée continue en ondelettes directionnelles
présentée au chapitre précédent permet dans des cas simples de caractériser ces derniers
en estimant leur rayons de courbure.

Pour ce faire, le comportement de la transformée lors de I’étude d’un disque de rayon
connu est tout d’abord modélisé sur base de la connaissance de la sélectivité angulaire des
ondelettes.

Observons premierement le comportement de la transformée continue en ondelettes lors
de I'analyse d’une droite

() = d(x), (3.34)
ol ¢ est une distribution de Dirac. En Fourier, cette fonction devient
d(k) = 2w6(k,). (3.35)

Analysons d avec une ondelette 1 directionnelle telle que le support de 2& est principa-
lement inclus dans un cone C'(p) = {k € R? : |argk| < ¢}. Puisque

Wab.a,0) = 5 /R 2 A%k d(K) 0" (ary'k) eFP (3.36)
= ﬁ/dk‘x @E*(ak:xég)eik”b””, (3.37)
R

avec & = (cos 0, sin ), nous aurons Wy(b, a,8) ~ 0 pour |6] > .
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Fia. 3.5 — Analyse d’une droite avec l'ondelette de Morlet. (kg = 6,0 = 1). Réponse
angulaire des |WWy|? en l'origine et pour a = 3.

Autrement dit, la droite d sera percue par les coefficients en ondelettes sur un intervalle
angulaire de largeur Ay = 2¢. Cette réponse angulaire est en outre indépendante de 1’échelle
a.

Nous présentons & la Figure 3.5 la réponse angulaire de |[W,]|?
de Morlet (kg = 6,0 =1) et a = 3.

Analysons maintenant un cercle de rayon R passant par I'origine et défini par

a l'origine pour 'ondelette

o(Z) = 6(|2 + R| — R), (3.38)

avec B = (R,0).

Une telle fonction ne permet malheureusement pas le calcul analytique de sa trans-
formée en ondelettes. Il est cependant possible de modéliser graphiquement le probleme.
Commencons par définir

S = U ess supp (¢6,a,9)> (3.39)

0el0,2n[

'union a I’échelle a de tous les supports (numériques) des 5, ,. S est clairement un disque
centré sur 'origine, et dont la taille est proportionnelle a a. Autrement dit,

S = B(0,ap) (3.40)

avec p € R% fonction de 'ondelette 1.

Si ’échelle a est fixée, les coefficients Wc(ﬁ, a, ) ne seront affectés que par les points du
cercle appartenant a S. Sur cette zone, et si a est suffisamment petit, le cercle peut étre
approximé par deux segments de droite Dy et Dy (Fig. 3.5), respectivement orientés dans
les directions § + o and —% — «, avec a = arcsin g&. Par conséquent, et en se référant
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Fi1G. 3.6 — Explication graphique du comportement angulaire des coefficients en ondelettes
en un point d'un cercle de rayon R.
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F1G. 3.7 — Réponse angulaire des |WW,|? sur le bord d’un cercle pour différentes échelles
et différents rayons. (a) Variation de la réponse en fonction de 1’échelle. (b) Réponse en
fonction du rayon (en pixels).
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aux conclusions de I'analyse précédente, la largeur de la réponse angulaire des coefficients
|W.(0,a,0)|? sera grossierement proportionnelle &

A, = 2a+A; = Ay + 2arcsin %. (3.41)

Pour un facteur 5% faible, c.-a-d. pour un grand rayon ou pour une faible échelle, nous
aurons a

A, ~ Ad—i—ﬁp. (3.42)

Cette derniere expression est cohérente avec le fait que pour R tendant vers I'infini ou pour
a tendant vers 0, la largeur de la réponse tend vers celle de I'analyse d'une droite.

La Figure 3.7 illustre ce phénomene. Sur la Figure 3.7(a), la réponse angulaire des
|W.|? est affichée pour différentes échelles. La largeur de cette réponse augmente bien avec
I’échelle. Le lien entre largeur de réponse et valeur du rayon est également apparent sur la
Figure 3.7(b).

Il est donc possible de relier la largeur A, de la réponse angulaire des coefficients en
ondelettes au rayon de courbure du contour d’un objet. Le lien exact qui lie ces deux
quantités étant analytiquement inaccessible, il est nécessaire de calibrer la méthode par
I’analyse systématique d’une série de cercles de rayons différents, et ce, pour plusieurs
échelles. Des résultats préliminaires en ce sens lors de ’étude d’une spirale d’Archimede
peuvent étre trouvés en [AJO3b].
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Chapitre 4

Reperes d’ondelettes

Ce chapitre aborde la théorie des reperes d’ondelettes. Celle-ci établit sous
quelles conditions les parametres de la transformée continue en ondelettes d’un
espace de Hilbert donné se discrétisent tout en assurant la reconstruction de la
fonction analysée.

Nous présentons tout d’abord la méthode générale pour ensuite étudier les
reperes du plan L?(R?). Nous examinons en particulier en quoi la directionnalité
et la sélectivité angulaire des ondelettes s’averent étre des principes importants
dans la recherche de représentations d’images adaptées. Les reperes d’ondelettes
sur la droite L?(IR) ne sont cependant pas traités. Nous conseillons aux lecteurs
intéressés les livres [Dau92, Mal98, Tor95] pour des vues détaillées de ce sujet.
La fin de ce chapitre est dédiée a la formation de reperes d’ondelettes sur la
sphere a partir de la théorie continue développée a la section 2.4.

4.1 Généralités

4.1.1 Reperes et opérateurs

La théorie des reperes fut originellement développée par Duffin et Schaeffer [DS52] dans
un contexte de représentation de fonctions a bande limitée sur une distribution de points
irréguliere. Elle fut par la suite généralisée aux traitement de signaux par Daubechies,
Grossmann et Meyer dans un papier de 1986 [DGMS86]. Nous adoptons dans cette section
les points de vues détaillés dans [Tor95] et [Mal9§].

Considérons un espace de Hilbert $ muni de son produit scalaire (-|-) définissant la
norme ||f|| = +/(f | f) pour tout f € $. Prenons également un ensemble dénombrable I

Définition 4.1. Un repére discret dans $ est une famille de vecteurs V = {1, € $ :
n € T'} telle qu’il est possible de trouver deux constantes 0 < A < B < oo réalisant
Uencadrement

AlFIP < D K| I < BIFIP, (4.1)

nel’

63
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pour tout f € 9. Les valeurs A et B sont nommées bornes du repére V.

Dans le cas ou A = B, le repere est dit strict. En outre, s’il n’existe aucun sous-ensemble
© C I tel que {1, € H : n € O} forme un repere, la premiere famille est dite ezacte. Si
A= B =1etsi|¢,]| =1 pour tout n € I, alors, par I'insertion de f = 1, dans (4.1), ¥
constitue une base orthonormée.

Etant donné un repere ¥ = {1, € $ : n € I'} de $, Vopérateur de repere L est
également défini par

Lf = (@nlf) (4.2)

nel’

Cet opérateur est un opérateur borné comme le montre la proposition suivante

Proposition 4.1. L'opérateur de repere L associé a ¥ est borné et partage les bornes du
repere, c.-a-d.
AT < L <BI, (4.3)

ot, pour deux opérateurs P et Q, P < Q signifie (Pg|g) < (Qg|g) pour tout g € $.

La preuve de cette proposition peut étre trouvée dans [Tor95].
L peut étre obtenu d’une autre maniere. Pour ce faire, nous devons introduire I’ opérateur
d’analyse U : $ — Im U défini par

U: f = A{Wnlf): nel} (4.4)

Il est clair que son image Im U est incluse & I*(T') = {z : >, |2[n]]* < oo}. En effet,

selon (4.1), |Uf[* =X ,er tn | N)I* < B [IfI
A Taide du produit scalaire sur [2(T"), ladjoint U* de U est défini par la relation

(z|Uf) = (U] f),

pour tout f € § et tout x € I*(T"), est donné par

Uz = Zx[n] Y. (4.5)

nel’

En effet, pour tout = € [?(T") et tout f € 9,

Uzl f) = (=|Uf)
= ol (Wl )

nel’

= (D zlnlvn| f).

nel’

En comparaison avec U, U* est donc un opérateur de synthese et L = U*U.
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4.1.2 Inversion

Il est temps maintenant de s’interroger sur la reconstruction de f a partir de ses coeffi-
cients U f. En d’autres termes, comment trouver un inverse de U 7 La proposition suivante
apporte une réponse a ce probleme.

Proposition 4.2. Si {1,} est un repére ou les 1, sont linéairement dépendants (non
libres), alors ImU est strictement inclus a [*(T') et admet un infinité d’inverses a gauche
Ut

Cette proposition est démontrée en [Mal98] et a I'annexe A (Sec. A.4, p. 168).

Parmi tous les inverses & gauche de U existe le pseudo-inverse U~!. Ce dernier s’annule
sur I'espace Im U+ orthogonal & Im U, c.-a-d.

Uz =0, VYeelmU". (4.6)

Proposition 4.3. Le pseudo inverse de l'opérateur U défini en (4.4) est également donné
par )
Ut = (uru)yTtu. (4.7)
La démonstration figure a 'annexe A (Sec. A.4, p. 169).

Munis de toutes ces définitions, nous introduisons maintenant la famille de fonctions
duales {1, : n € I'} telles que

Up = L%, = (UU) 4, (4.8)

Proposition 4.4. {¢,, : n e '} est un repére de bornes 0 < B~' < A™! < oo, appelé le
repére dual de {1, : n €'}, et

[ = U_lUf - Z<¢n|f>r¢~]n = Z(@En|f>¢n (4'9)

nel’ nel’

La preuve est donnée a 'annexe A (Sec. A.4, p. 169). Cette proposition démontre que
I'opérateur linéaire L défini en (4.2) est borné a inverse borné puisqu’il vérifie (4.3) et que
Bl < L7P <AL

Remarque 4.1. Les opérateurs linéaires bornés a inverse borné sur $ forment en réalité un
groupe noté GL($)) [AAG93].

Remarque 4.2. Dans le cas d'un repere strict, A = B et 1), = %wn. En effet, puisque
(U*UF| f) = Allf||* pour tout f € $, 'opérateur autoadjoint est un multiple de I'identité,
c-a-d. U*U = AZ. En conséquence, (U*U)™! = %I, d’ou le résultat.

Pour terminer cette section, notons que dans le cas o A ~ B, une bonne approximation
de f est obtenue par
o~ 25 Lf = 25 ) Wal f) v, (4.10)
nel’
puisque AJ%BL ~ 7. En réalité, un développement en série entiere de L~! au voisinage de
l'identité peut étre réalisé et conduire a une meilleure approximation de f [Tor95].
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4.1.3 Algorithmes

Lorsque le repere dual {&n} est trop complexe a calculer (voire inaccessible), par
exemple lorsque le repere dépend du signal ou s’il possede un caractere irrégulier!, des
algorithmes itératifs doivent étre employés pour la reconstruction de f € $ a partir de ses
coefficients U f. Ces procédures sont ’algorithme de Richardson extrapolé et la méthode
du gradient conjugué [Mal98]. Nous ne détaillons ici que la seconde méthode.

Celle-ci se base sur 1'égalité

f=U0"f=WU)TUU =L

et sur le fait que Lf = > 1 (¢n | f) ¥, se calcule aisément. A l'inverse de l'algorithme
extrapolé de Richardson, la méthode ne nécessite pas la connaissance des bornes du repere.
Elle converge aussi plus rapidement.

Théoréme 4.1. Soit g € 9. Afin de calculer f = L™'g, nous commencons par initialiser
les quantités

fo=0, ro=po=g9, p-1=0. (4.11)
L’algorithme est alors défini par linduction suivante
(ro | pn)
A = T 4.12a
(pn | Lpy) (4.122)
frrr = fat Aapn (4.12b)
Tne1r = Th — )\n Lpn (412(3)
Pns1 = Lpp — 7P — 75— Pn1- 4.12d
o (pn | Lpn) (ot | Lpn—1) """ ( )
Sio= g;g alors la convergence est telle que
20™
17 = fulle < i 51l (1.13)
avec || - || = ||L - || la norme induite par L. Cette regle assure que lim,, . f, = f.

Une preuve de ce théoreme peut étre obtenue en [Mal98].
Dans le cas ou le repere est presque strict, A ~ B, 0 < 1 et la convergence est rapide.
Si le repere est tres redondant, c.-a-d. si B~'A <« 1, alors

1—vB 1A —
g = R — ~ ]_ - 2 A_lB,
1+VA'B
et o est proche de I'unité. Dans ce cas, pour obtenir une erreur relative % inférieure a

€ < 1, il faudra réaliser n ~ —v A~! Blog  itérations. Pour donner une idée, si A7'B = 10,
15 itérations sont nécessaires pour obtenir une erreur relative inférieure a 1%.

LSur la droite, si les positions des éléments d’un repére son irrégulierement réparties.
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4.1.4 Reperes continus et semi-continus

Jusqu’a présent, nous avons parlé uniquement de repere d'un espace de Hilbert $ dont
les éléments sont au plus dénombrables. Il est cependant possible d’étendre cette définition
dans le cas ou cette dénombrabilité est perdue, et ot un ou plusieurs indices prennent des
valeurs continues [AAG93, Tor95].

Lorsque tous les indices sont continus, ceux-ci peuvent étre rassemblés au sein d’'un
méme symbole v appartenant a un ensemble C de mesure du(v). La famille de fonctions
{1, € H} est alors un repére continu de § si 'opérateur de repére continu L : § — $) telle
que

Lf = / du(v) (| £) o, (4.14)

est encadré par deux bornes, c.-a-d. AZ < L < BT pour A, B € R’ [AAG93]. Ceci garantit
I'inversion de L, autrement dit L € GL($), et la reconstruction de f.

Dans le cas ou une partie seulement des indices sont continus, le regroupement de tous
les indices a valeurs continues est noté par v € C, et par n € D, I'ensemble des indices a
valeurs discretes. La famille {¢,,, € $ : v € C,n € D} forme un repere s'il existe deux
constantes 0 < A < B < o telles que, Vf € 9,

ANfIP < Z/ dp(v) (bua | AP < BIfI (4.15)
nep Y VeEC

Nous voyons dans les sections suivantes les conditions a remplir pour répondre a cette
inégalité, et ce, aux travers de certains espaces de Hilbert particuliers (L*(R?) et L?(S?)),
et lorsque seule la position des ondelettes est continue.

4.1.5 Reperes controlés ™

Dans cette section, nous définissons une legere variante a la notion de repere, a savoir
les reperes controlés par un opérateur O borné a inverse borné sur $).

Définition 4.2. Un repére controlé par un opérateur O € GL($)) est une famille de vecteurs
{n € H:n e} telle qu’il existe deux constantes A, B € R% réalisant l’encadrement

ANFIP < Y Wl £ (F1O®) < BIfIP, (4.16)
nel’

pour toute fonction f € §.

Dans ce cas, 'opérateur de repere devient
Lof =Y (| ) Oty (4.17)
nel’

La proposition suivante montre que les reperes controlés sont équivalents aux reperes
classiques.
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Proposition 4.5. La famille V = {¢,, € $ : n € '} est un repere de § controlé par un
opérateur O € GL($)) ssi VU est un repére (classique) de $).

Ce résultat s’obtient simplement en projetant L, f sur f et en constatant que L, = OL.
Des lors, si W est un repere controlé par O, il existe deux constantes A, B € R telles que

AT < L, < BT (4.18)
~
A0 < L < BO™, (4.19)

avec L l'opérateur de repere classique défini en (4.2). En outre, puisqu'’il existe deux
constantes A,, B, € R telles que A, < O < B, et BO_1 <O < A;l, un repere
controlé par O avec des bornes d’encadrement A, B € R7 est un repere classique de bornes
AB;1 et BA(‘)I. Inversement, si A < L < B’ pour deux constantes A, B" € R*, alors
AOLL,<BOet AA, <L, < B'B,, ce qui démontre (4.16).

Par conséquent, toute fonction f € § peut étre reconstruite a 'aide de (4.9) sans tenir
compte de 'opérateur O.

Cependant, dans le cas ou A ~ B, ﬁl}o est proche de 'identité et nous obtenons une
nouvelle approximation de f

fe 2 lof = 525> Walf) Ot (4.20)

nel’

Autrement dit, dans le cas ou les bornes du repere controlé sont plus proches 'une de
l'autre que ne le sont les bornes du repére classique associé, (4.20) permet d’obtenir une
meilleure approximation de f que celle issue de 'opérateur de repere L en (4.10).

Remarque 4.3. La notion de repére controlé par un opérateur O € GL($) s’integre en
réalité dans une structure beaucoup plus générale développée en [AAG93]. Un repere de $
y est caractérisé par I’ensemble des fonctions v, € $, ou 'indice x appartient a un espace
localement compact? X possédant une mesure de Borel v, et par 'opérateur L € GL($))
donné par

Lf = /X (@) (o] f) e Vf € 5. (4.21)

Autrement dit, U = ¥(¢),, L). Dés lors, pour un opérateur 7' € GL($), la famille ¢, = T4,
définit également un repere \if(lzm, f)) telle que L = TLT*, et les deux reperes W et U sont
alors dits similaires. Ceci est relié au fait que les opérateurs de GL($)) préservent la structure
Hilbertienne® de $. Dans le cas d’un repere controlé par O € GL($)), si AZ < L, < BT,
pour deux constantes A, B € R, alors AA, T < L,0* < BB,Z, puisque O est auto-adjoint
et que A, < O < B, pour deux bornes A, B, € R7. Etant donné que LoO* = OLO",
un repere controlé par O € GL($)) revient a former un repere W (O, OLO™), lequel est
similaire & W(1,, L).

2discret, partiellement discret ou continu.
301 § est vu comme un espace de Hilbert associé & une classe d’équivalence de produits scalaires (ou
de normes) plutdt qu’a un seul d’entre eux.
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Repéres pondérés

Un cas particulier de repere controlé survient lorsque 'opérateur O est diagonal vis
a vis des éléments {1, : n € '} du repere, c.-a-d. lorsque O, = w,, avec w, € R.
Remarquons qu’il faut nécessairement w,, > 0 puisque O € GL($). En effet, w,|v,|]* =
(| Othy) = A, || l|*. Ceci nous amene a la notion de repéres pondérés.

Définition 4.3. Soit une famille au plus dénombrable ¥ = {1, : n € I'} d’éléments dans
9, et une séquence de poids w = {w, € RY : n € I'} strictement positifs. Nous dirons
que cette famille constitue un w-repére de $), ou un repeére pondéré par w, s’il existe deux
constantes 0 < A < B < oo telles que, pour tout f € $,

AIFIP < Y0 wallWal NP < BIFIP (4.22)

nel’

Vu la positivité stricte des w,,, un w-repeére {1, } correspond en réalité au repere clas-
sique {y/wy ¥y }. Ceci garantit que 'ensemble des résultats présentés dans les sections
précédentes s’appliquent au cas des w-reperes.

Un opérateur de w-repere L., :  — $ se définit cependant par

wa = Z wn<¢n | f) ¢n> (4'23)

nel’

pour tout f € §. Il s’agit bien sir de 'opérateur Lo précédent lorsque O v, = w,1,.
En outre, par la condition (4.22), nous pouvons créer

Uo: [ = {{Wnl )} (4.24)

Cet opérateur voit son image incluse & (*(I', w,,) = {z[n] : >, .1 w, |z[n]|* < co}. Sur cet
espace, le produit scalaire entre deux séquences z[n] et y[n| est donné par

(wly) = Y wazln]yn], (4.25)

nel’

de sorte que I'adjoint U* : I*(T',w,) — $ tel que (U}xz | f) = (x| U,f), correspond a

Up: o Upz =Y w,an] v, (4.26)

nel’

Comme dans le cas des reperes classiques, nous avons ainsi L,, = U} U,,.

Le formalisme précédent, établi également dans [Mal98], s’applique ensuite de la méme
maniere. En effet, L, est injectif. Si L, f = 0, alors (L, f | f) = (Uf|Uf) =0, ot le dernier
produit scalaire est a prendre sur [*(T',w,,). Par 'inégalité¢ gauche de (4.22), || f|| et f sont
donc nulles. En outre, L, est surjective sur §. Par 'absurde, si ¢ € $ est orthogonal a
Im L, alors (g| L,g) = 0. Par conséquent, (Ug|Ug) = 0 et de nouveau g est nul.
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L’opérateur L,, est donc inversible et

f= Ly Luf = LYY wn (Wn | f)vn = D wn (| f)im, (4.27)

nel’ nel’

olt ¢, = L ",.

Cette notion de repere pondéré rejoint l'origine de la théorie des reperes développée
par Duffin et Schaeffer [DS52] dans le contexte de la reconstruction de signaux f a bande
limitée. Ceux-ci ont montré que si supp (f) C [—7%, %], alors la fonction continue f peut
étre reconstruite a partir d'un échantillonnage irrégulier { f(¢,)},cz. Pour ce faire, le repere

a employer est la famille

{ %m(t 1) nez, (4.28)

ol hr(t) = sinc(Z).

Des poids w,, = @/% strictement positifs apparaissent donc explicitement. Ceux-

ci tiennent compte en réalité de la géométrie particuliere de 1’échantillonnage. Nous voyons
dans la section 4.5.3 que le méme type de raisonnement doit étre appliqué lors d’un échan-
tillonnage sphérique équi-angulaire permettant la réalisation de reperes d’ondelettes sphé-
riques.

Repéres semi-continus controlés

Remarquons pour terminer cette section que nous pouvons aussi définir des reperes
semi-continus controlés par un opérateur de GL($)). Dans ce cas, en employant les mémes
conventions qu’a la section 4.1.4, la famille ¥ = {v,,, €  : v € C,n € D} constitue un
tel repere s’il existe deux constantes A, B € R telles que

Al < Z/ecdu('/) Qo )Y (F1O%n) < BIfIP (4.29)

neD vV

pour tout f € § et pour un opérateur O € GL($)). Encore une fois, il est facile de démontrer
que ¥ est un repere semi-continu controlé ssi ¢ est un repere semi-continu.

Un cas particulier survient lorsque O se factorise en
()lbmn/ = Wp (jlbmna (4'30)

ot O est un autre opérateur de GL(£)), et ot les w, sont des poids nécessairement positifs.
Ces derniers n’agissent que sur la partie dénombrable du repere et la condition (4.29)
devient

Al < an/ecdu(V) Qo | ) (F1O%n) < BIfI (4.31)

neD

Ce type de repere sera employé a la section 4.5.2 lors de la création de repere semi-
continus d’ondelettes sur la sphere.
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4.2 Reperes d’ondelettes sur L*(R?)

Adoptant le point de vue développé en [AMV04] a partir d'une généralisation du cas
unidimensionnel, la création d'un repere d’ondelettes sur L?*(IR?) est réalisable de la maniere
suivante.

e Une dilatation logarithmique est premiérement définie de sorte que a; = ag A7 pour
A > 1et j € Z. Nous prendrons ay = 1 dans la suite. Notons que le parametre j est
lié a la notion de résolution de 'ondelette. En effet, d’'un j important découle une
ondelette de petite taille et donc de haute résolution.

e Les angles sont discrétisés en découpant Uintervalle [0, 27[ en N morceaux : 6, =

nAf =n2 avec N € N et n € Z[N] ={0,..., N — 1};

e Les positions doivent étre choisies avec un peu plus d’attention pour tenir compte de
I'effet des dilatations et des rotations. En clair,

biwnm = A 7y, (4.32)

oum = (mg, my) € Z?, r, est la matrice de rotation d’angle 0,,, et @y, = (m0S0, m131).

Ces choix conduisent a la définition de la grille

AN, B, B1) = {(Bjmms a5,0,) = (j,m,n) € Zx Z x Z|N] }, (4.33)

Ll ).

sur laquelle se placent les ondelettes ¢ m (%) = aj_lw(aj T T — Uy

Les conditions sous lesquelles cette discrétisation conduit a la formation d’un repere de
L*(IR?) sont explicitées par le théoreme suivant [AMV04].

Théoreme 4.2. Etant donné une ondelette 1) respectant les conditions suivantes :
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(i) s(A,N,¢) = essinf Z Z DN R (4.34)

2
ReR* g L CaIN]

= essinf > Y [,(A\ ko —6,) > 0, (4.35)

(k,0)EP
A JEZ neZ|N]

ou k = k(cos @, sin @), @Ep est la représentation fréquentielle polaire de [’ondelette
W, et Py =[0,\] x [0, 27,

(i) SN = sup D Y [T k)P (4.36)

kER?  je7Z neZ[N]

= sup Y Y (A Tk e —0,) < oo, (437)

(OEPN ez nez[N]

(iii) sup (1+ ||@])"* a(@) < oo, (4.38)

ueR?

avec € > 0 et

o(d) = sup D D [PATr k@) (AT E)]. (4.39)

kER?  je7 neZ[N]
Dans ce cas, il existe deux constantes 3, 5y > 0 telles que :

1. VB, €10, 5[, B1 €10, 5], la famille {1; mn} associée auzr constantes (A, N, By, 31) est
un repére de L*(R?) ;

2. Y0 >0, il existe By €05, B5+0 [, B1 €65, B;+6 [, tels que la famille {¢)jmn} associée
auz constantes (X, N, By, 31) ne forme plus un repére de L*(R?).

La preuve de ce théoreme figure en [AMVO04]. Nous la détaillons cependant a I’annexe
A (Sec. A4, p. 170) car un schéma analogue a celle-ci sera adopté lors de la formation d’un

repere sphérique (Sec. 4.5).

4.3 Reperes semi-continus d’ondelettes sur L*(R?)

Dans cette section, nous nous intéressons au cas de la discrétisation partielle de la
transformée continue en ondelettes du plan. En clair, et comme présenté abstraitement a
la section 4.1.4, seules 'échelle et 'orientation des ondelettes sont discrétisées en laissant

leur position varier contintiment sur R?, d’ott le nom de grille semi-continue?.

4Le terme presque-continu est aussi employé dans [Tor95].
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4.3.1 Définitions
Les parametres de la transformée continue en ondelettes sont restreints a la grille semi-
continue B B
Aag, A\, A8) = {(b,a;,0,) : bER? (j,n) € Z x Z[N]}, (4.40)
ot aj = ag A, ap € R, 0, = nAf, et A = 2% pour N € N orientations. Nous

supposerons par la suite que ag = 1.
Les ondelettes associées sont donc définies par

. 1

Vi@ =

a]

17 b), (4.41)

bl

avec 1) une ondelette admissible non isotrope vérifiant (2.35). Remarquons que les onde-
lettes sont ici L'-normalisées afin de simplifier par la suite les formules fréquentielles en y

évitant 'apparition de 1’échelle.

Nous employons également la notation
. 1 T
Yjn(T) = p U (r, aj), (4.42)
impliquant que ;, (k) = ¢ (a;r; k). )
i Gim ¢ (b:J,n) € A} est

La condition de repere semi-continu pour la famille {5 . |

AllfIP ZZ/d%ww NE< B

JEZ neZ[N)

(4.43)

pour 0 < A < B < oo fixés et f € L*(R?) quelconque.
(b, j,n) € A} est un repére semi-continu de L?(R?)

Proposition 4.6. La famille {ngn :
de bornes 0 < A < B < o0 851
S IR <

JEZ neZ|N]

B, (4.44)

presque partout sur R2.

La preuve de cette proposition figure a 'annexe A (Sec. A.4, p. 173)
En outre, la reconstruction découle de la proposition suivante [Van98]
(b,j,n) € A} est un repére semi-continu de

Proposition 4.7. Si la famille {5,
L?(R?) de bornes 0 < A < B < oo, alors toute fonction f € L*(R?) peut étre reconstruite
a l'aide de ses coefficients W;,(b) = (5, | f) en utilisant la somme

F@ = DD Wi dyal(@),

JEZ neZ[N]

(4.45)
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ot ¥ est londelette duale telle que

SN GaB iR = 1 (4.46)

JEZ neZ|N]

avec () = 20 (7 2) et () = dlagry'F).

La preuve de cette proposition s’obtient aisément en considérant la transformée de
Fourier de la relation (4.45) et le théoreme de convolution.
Un exemple d’ondelette duale 1) peut étre facilement construit en prenant

~

Ao U(k)
k) = —. 4.47
w( ) ZjEZ ZnEZ[N] |¢Jn(k)|2 ( )

Repére strict : Un cas particulier survient lorsque A = B, autrement dit lorsque le
repere semi-continu est strict. Dans ce cas, en supposant sans perte de généralité que

A=1,
Z Z |¢Jn = 1 (4.48)
JEZ neZ[N]

presque partout sur R?, et ¢ = . Par conséquent, tout f € L2(R?) peut étre reconstruit

avec la somme
F@) = Y Win ksl (@) (4.49)

JE€Z neZ[N]

Pour limiter la gamme des échelles disponibles, il est commode de définir une fonction
d’échelle (; telle que, pour J € Z fixé,

G (k Z S )P = 1L (4.50)

Jj=J+1neZ[N]

Dans ce cas, en définissant 'approximation a la résolution J de la fonction f par
Sy(0) = Gy 1), (4.51)
ou (g ,(¥) = ¢;(T — b), la formule de reconstruction devient
[(&) = [S;=Ql@) + Z Z (Wi * jn](2), (4.52)
Jj=J n€Z[N]

Une solution possible pour le choix de (; consiste & prendre simplement (;(Z) = +((Z)
J

= > > [dar k) (4.53)

Jj€—Nn€eZ[N]

S capture ainsi les composantes “basses fréquences” de f.
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Repere linéaire : Si 'ondelette 1 répond a la propriété suivante,

SN 'k = 1 (4.54)

JEZ neZ|N]

il est possible de réobtenir f a I’aide d’une formule de reconstruction dite de Littlewood-

Paley, c.-a-d.
= D) W@ (4.55)

JEZ neZ[N]

En d’autres termes, I'ondelette duale est ici la distribution 0(#) de Dirac. Nous nommons
ce type de repere, repere linéaire.
Une fois encore, une fonction d’échelle ¢; peut étre introduite de sorte que, pour un

J € 7Z fixé,
}: > (g k) = L (4.56)

j=J+1neZ[N]

Ceci conduit a la reconstruction

f@ = Z:E:I%n (4.57)

j=J n€Z|N]

La solution particuliere du cas précédent devient alors

Z Z (a;r, k), (4.58)

j=—Nn€eZ[N]

en prenant (;(%) = %C(—).

4.3.2 Implémentation et discrétisation

En pratique, la fonction f analysée est limitée et discrétisée spatialement. En suppo-
sant que celle-ci est a bande limitée, c.-a-d. sans perte de généralité que f appartient a
I'ensemble B, défini en (1.49), la section 1.2 nous indique que l'exactitude des formules de
reconstruction (4.49), (4.52), (4.55) et (4.57), est garantie si les fonctions ¢ ; et ¢z ; sont
également dans B;.

Cependant, si le support de 1& est compact, il existe un 5 € Z minimal tel que le support
de ¢5;, n'est pas inclus & By = [—m, w[x[—m, 7. Ceci impose une limite supérieure aux
résolutions disponibles.

Proposition 4.8. Supposons que 1& soit a support compact, et soit j, telle que

jy=min{j € Z : (3n € Z[N]: supp (V) € Bx)}. (4.59)
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Alors, si la famille {¢Ejn : (l;,j, n) € A} est un repére strict de L*(R?) de borne unité,
pour toute fonction [ € B,

Jyp—1
= > Wi nl@ + > [Haxm,)(@), (4.60)
Jj=—00 neZ[N] ne€Z[N]

avec Hy(b) = Mg | 1) M5, (T) = n(ry (T — g)), N = Ngnr €t N, la fonction résiduelle
définie par

AR = 1p(B) Y [(ask)P. (4.61)

J=Jjv

Notons que, par construction, la fonction 7 capture les composantes “hautes fréquences”
de f sur le domaine B, = [—m, w[x[—m, 7[.

Puisque que nous travaillons avec des fonctions de By, les coefficients W;,, et H,, sont
calculés au moyen de (1.51), tandis que les convolutions apparaissant dans la reconstruction
(4.60) sont obtenues a l'aide de (1.52).

A une mise a 'échelle pres, nous pouvons toujours supposer j, = 1. Par conséquent,
en introduisant la fonction d’échelle précédente associé a la résolution —J pour J > 0 fixé,
la formule de reconstruction devient,

f(@) = (5-s%¢) Z Y Winxsnl@ + Y [Haxna(@).  (4.62)

Jj=—J+1n€Z[N] neZ[N]|

Le parametre j est ici pris dans Uintervalle [—J + 1,0] de sorte que la décomposition
s’effectue sur exactement .J résolutions différentes.
Dans le cas linéaire, la proposition 4.8 se transforme sans peine, avec

f(#) = Z S Win@ + ) Hal (4.63)
Jj=—J+1neZ[N] n€Z[N]

pour une fonction résiduelle n définie par

Ak) = 1p (k) i (4.64)

4.3.3 Exemple de repére conique strict ~

Comme mentionné a la section 2.3.4, une ondelette conique v est une ondelette dont
le support fréquentiel est contenu dans un cone convexe pointant sur ’origine. Dans cette
section, nous construisons un repere semi-continu strict de telles ondelettes. Celui-ci emploie
la fonction s : R — R développée initialement par Coifman et Meyer dans les contextes
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de bases orthogonales lisses et localisées et de bases de sinus-cosinus locaux, et généralisée
ensuite par Wickerhauser [CM91, Wic94, Mal98§].
Cette fonction est définie par la regle

Bsi1(t) = Bs(sin 7) (4.65)
Bo(t) = sin (Z(t +1)), (4.66)
ouseNettel[-1,1]
La propriété qui nous intéresse ici est que
B2(t) + Bs(—t)* = 1, (4.67)

pour t € [—1,1] et pour tout s € N.
Si nous définissons la fonction ps : R — [0, 1] de la maniere suivante

ps(t) = Be(2t+1) Dy of(t) + Bo(1 —2t) Ljo((2), (4.68)

nous aurons p>(t) + p%(t — 1) = 1 sur le méme intervalle. Le parametre s détermine en
réalité la régularité de la fonction pg en +1. p, possede en effet 2° — 1 dérivées nulles en
ces points.

Nous pouvons donc construire un repere strict d’ondelettes Wa j’n} sur base de 'onde-
lette mere

~

- Mk Nk
w(@ = /)p(logA

) (50, (4.69)

ot k = (k, k) € R, x S; en coordonnées polaires.
I1 est en effet facile de voir que

> WP = X llon, 2P S 0 (5E - m)P

JEZ neZ[N] JEZ nEZ|N]
Ak ‘
= > low(loga () = 4)P
€L
= 1.

L’ondelette 1) est une ondelette conique (Sec. 2.3.4) puisque le support de 1& est le
secteur

Sect (5,7, -2, Z)) = {FeR?:|fl € [& 7], aghe[-2,%]} (470
contenu dans un cone d’ouverture angulaire =7 At Les parametres p,q € N déterminent en

outre la régularité de 'ondelette sur les bords du cone. Ce repere est nommé repere conique
CMW pour rappeler qu’il exploite les propriétés de la fonction [, développée par Coifman,
Meyer et Wickerhauser.
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F1G. 4.1 — Repere conique CMW pour N = 6 orientations (p = 0,¢ = 1). (a) (k).
(b) Y(ri k). (c) [W2(k) + ¥2(ry k)=

Sur la Figure 4.1, 'ondelette mere du repere conique CMW a 6 orientations (avec A = 2,
p = 0et ¢ = 1) est présentée en fréquence (Fig. 4.1(a)), avec sa version tournée par r; de
radians (Fig. 4.1(b)). La Figure 4.1(c) affiche finalement la somme des carrés de ces deux
dernieres fonctions. Le caractere strict du repere formé par ) se manifeste par 'apparition
d’un plateau angulaire de hauteur 1 entre 0 et % radians pour k = 7.

Suivant (4.53), la fonction d’échelle est

I, Mk 11
SRy =[D_ pj(loen(—-) =) (4.71)
je-N
Puisque supp (1)) = Sect (&, 7, [=3F, &), supp (1h;) ¢ B, pour j > 1. La fonction
résiduelle n correspond donc a
~r7 e - 2 )\k . %
1R = 15, () [ Y 72 (tog25) — )] (4.72)
j=1

4.3.4 Application au débruitage d’images ”

Lorsque la qualité d’'une image f € L?(R?) est altérée par un bruit®, il est possible
d’atténuer ses effets en agissant sur la décomposition de f en une famille génératrice de
fonctions, comme les bases (bi)orthognales ou les reperes de L?(IR?).

Si cette famille est adaptée a la représentation de f, I'image pure est alors représentée
par peu de coefficients alors que le bruit se répartit uniformément sur ceux-ci. En d’autres
mots, la décomposition obtenue décorrele I'information importante de celle associée au
bruit.

®Idéalement, un bruit blanc additif gaussien.
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Des lors, par un seuillage, une modification ou une sélection appropriée de ces coeffi-
cients, la reconstruction réalisée ensuite favorise les élements propres a 'image non bruitée.
L’énergie du bruit est donc minimisée.

Ce schéma a été proposé par de multiples auteurs depuis une dizaine d’années (voir par
exemple [MH92, SFA92, BCM99, DJ94, Don95, SCD02]). Un élément clé des méthodes
proposées est souvent la recherche d'une base de fonctions représentant au mieux l'image
(critere de sparsité [Don98, LMO03]).

Par exemple, la technique des curvelets, introduite par E. Candes et D. Donoho [CD99,
SCD02], minimise le nombre de coefficients nécessaires a la description de courbes régulieres
définissant les contours d’objets dans une image. Pour ce faire, I'image est décomposée sur
une base obtenue par translation, rotation et dilatation parabolique® d’'une méme fonction
mere.

Toutefois, et nous le montrons dans cette section, les reperes semi-continus d’ondelettes
directionnelles permettent d’obtenir des images débruitées de bonne qualité en comparaison
avec les méthodes existantes. Ce constat tient en deux points :

e les éléments orientés d'une image, comme les contours d’objets, sont également bien
représentés par des ondelettes directionnelles;

e ce type de repere offre une haute redondance dans la représentation de f ce qui assure
la diminution de I’énergie du bruit dans la phase de seuillage des coefficients.

Nous optons ici pour un seuillage “dur” (hard thresholding) des coefficients en ondelettes
de f, technique utilisée également dans [SCD02] dans le contexte d'une analyse d’images
par curvelets.

Prenons le modele d’un bruitage additif de niveau o

f-(Z) = f(Z)+ oe(D), (4.73)

ot ¢ € R% et €(Z) est un bruit blanc gaussien tel que €(Z) ~ N (0, 1) pour chaque & € R%,
Puisque la transformée continue en ondelettes est une transformation linéaire de la
fonction analysée (une convolution), le bruit présent dans les coefficients W;,, est tel que

o
Tin = Ol ull = —l¥ll, (4.74)
J

avec 0j, la déviation standard du bruit dans chaque W]n(g) Ce résultat provient de

la théorie des processus stochastiques. Il est une conséquence du théoreme de Wiener-

Khintchine [Pap86] et de l'influence d’un filtrage linéaire sur une fonction aléatoire.
Définissons 'opérateur de seuillage (dur) 7 par

Tty = {

Le processus de débruitage de la fonction f, est défini de la maniere suivante.

vosifu| >t

0 sinon. (4.75)

6La fonction meére est dilatée d’un facteur a € R% dans une direction et de y/a dans la direction
perpendiculaire.
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1. Estimation du niveau de bruit ¢ (non nécessairement connu) présent dans f,.

2. Initialisation de la décomposition en ondelettes : le nombre de résolutions J > 0 et
le nombre d’angles N > 0 sont fixés;

3. Décomposition de f, en ses coefficients S_;, W;,, et H, pour j € [—J + 1,0] et
n € Z[N];

4. Formation des coeflicients seuillés V~V]n et lfln a laide de

-

Win(®) = Tlr Z[4ll] WD) (4.76)
Ha(b) = T[WH%IH n(g), (4.77)

ou k est le niveau de seuillage. 11 s’agit d’un parametre de I'ordre de I'unité. Empiri-
quement, de bons résultats sont atteints pour k = 2.5. D’autre choix sont cependant
possibles comme celui du VisuShrink (seuillage universel) établi par D. Donoho [DJ94]
ol k = /2Tog S avec S le nombre de pixels dans I'image’. La partie basse fréquence
S_j; n’est pas seuillée dans la mesure ou le niveau de bruit de cette composante est
assez faible.

5. Reconstruction de la fonction f. débruitée sur base des coefficients VT/M, H, et S_;
et de la formule de reconstruction (4.62), c.-a-d.

Jy—1
fol@) = (S_y#C)@) + > > Winsynl@) + Y [Ha#n,)(E), (4.78)
]——J+1n€Z[N nEZ[N]

Pour revenir sur le premier point de la méthode, la déviation standard de l'image
originale est évaluée grace a 'estimateur RME (Robust Median Estimator) [DJ94, Tas00].
Ce dernier exploite I'idée que, a 'inverse du signal, le bruit est prépondérant a hautes
fréquences.

Ainsi, & une dimension et dans un contexte discret, si un signal s[n] € *([0, N|) se voit
entaché d'un bruit blanc gaussien €[n] ~ N(0, 0?), c.-a-d.

sen] = s[n]+¢€n), (4.79)

avec s, le signal bruité, alors la déviation standard o, de ce bruit peut étre estimée a 'aide
d’un filtre passe-haut h[n] € [?([0, N[). L’estimateur proposé¢ est donné par
5 med |h * s|
ol = — 4.80
c 0.6745 || hl| (4.80)
ou * est la convolution discrete, et ou la médiane med est a prendre sur ’ensemble des
points de h * s.

"Ce seuillage est cependant généralement trop élevé mais, associé & un seuillage doux (soft thresholding),
il assure une meilleure régularité de 'image débruitée [CYVO00].
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~

Le biais de cet estimateur est d’autant plus faible que supp (h) est éloigné de la fréquence
nulle, dans la mesure ou la proportion de composantes hautes fréquences associées au bruit
est généralement plus grande que celle des composantes hautes fréquences du signal réel.
Cet estimateur se généralise sans peine au cas des signaux bidimensionnels.

Pour mesurer la qualité de I'image débruitée f,, trois quantités sont traditionnellement
employées : le SNR (Signal to Noise Ratio), le PSNR (Peak Signal to Noise Ratio) ou la
MSE (Mean Square Error). Celles-ci sont définies par

SNR = 2010g10? (4.81)
PSNR = 2010g,, 1l (4.82)
MSE = ||.f_.fe||2a (483)

ou o est la déviation standard de I'image et o, la déviation standard du bruit restant dans
fo, c-a-d. 02 = E[(f — f.)?] en supposant f de moyenne nulle. Au vu de ces définitions,
un débruitage optimal doit maximiser le SNR et le PSNR et minimiser l'erreur MSE.
Ces différentes quantités sont cependant inaptes a détecter la présence d’artefacts génant
dans I'image débruitée. Par conséquent, il est souvent nécessaire d’ajouter une estimation
visuelle de la qualité du débruitage.

Pour tester la méthode décrite plus haut, 'image de Lenna (de taille 512x 512 [Len])
a premierement été bruitée par 'ajout d'un bruit blanc gaussien de déviation standard
connue (o = 20, PSNR=22.13dB). L’estimateur RME n’a donc pas été employé dans ce
cas®. L'image a ensuite été décomposée a 1'aide du repere conique CMW (p = 0,q = 1)
sur J = 5 niveaux d’échelles et pour N = 16 orientations, pour finalement donner lieu a
une image débruitée f, par seuillage et reconstruction. Les résultats sont présentés sur la
Figure 4.2 en comparaison avec quelques méthodes connues de débruitage, a savoir :

1. Le filtrage de Wiener idéal ou f, est évalué a l'aide de
i
fe - ‘F ! fU A R
| [fI?+ 0o |

avec F représentant la transformée de Fourier.

(4.84)

2. Un débruitage par décomposition dans une base orthogonale d’ondelettes (Symmlet
4) dans une analyse multirésolution décimée (UDWT?) et non décimée (DWT!?).
Nous renvoyons le lecteur intéressé a l’annexe B pour une breve introduction a cette
théorie dans le cas unidimensionnel.

3. Un débruitage par Curvelets [CD99] sur base des résultats trouvés en [SCDO02].

8Notons que sur notre exemple, cet estimateur donne une valeur o = 20.34 assez proche de la réalité.
9Undecimated Discrete Wavelet Transform.
0Discrete Wavelet Transform
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Fic. 4.2 — Débruitages de l'image de Lenna. (a) Image originale. (b) Image bruitée
(PSNR=22.13dB). (c¢) Débruitage avec un filtrage de Wiener idéal (30.81). (d) Débrui-
tage par transformée en ondelettes discrétes non décimée (Symmlet 4, PSNR=27.44 dB).
(e) Débruitage par Curvelet [SCD02] (PSNR=31.95dB). (f) Débruitage avec un repere
conique CMW (J =5, N =16, p =0, ¢ = 1, PSNR=32.02dB).
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(©)

F1a. 4.3 — Zoom sur les différents débruitages de I'image de Lenna. (a) Zoom sur 'image
originale. (b) Débruitage par transformée en ondelettes discretes non décimée (Symmlet 4,
PSNR=27.44dB). (c) Débruitage par Curvelet [SCD02] (PSNR=31.95dB). (d) Débruitage
avec un repere conique CMW (J =5, N =16, p =0, ¢ = 1, PSNR=32.02dB).
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Des zooms sur une partie de l'image et sur les différentes reconstructions sont aussi

affichés a la Figure 4.3. Les différents PSNR établis entre celles-ci et 'image originale sont
présentés sur le tableau 4.1.

Méthode PSNR | Remarque

Image bruitée 22.13dB | -

Filtre idéal de Wiener 30.81dB | Bruit a basses fréquences
WT Symlet 4 27.44dB | Artefacts

UWT Symlet 4 29.38dB | Mauvaise reconstruction

Curvelets method (blocs de 16 pixels) | 31.95dB | Légers artefacts
[SCDO02]

Repere CMW (p=0,9=1) :
J=5, N=8 31.81dB | Légers artefacts
J=5, N=16 32.02dB | Légers artefacts
J=5, N=32 31.92dB | Artefacts

des contours

TAB. 4.1 — Comparaison de plusieurs méthodes de débruitage d’images sur I'exemple de
Lenna bruité.

Nous constatons les points suivants :

o Le filtrage idéal de Wiener, bien qu’intéressant au niveau du PSNR atteint, contient

encore du bruit a basse fréquences. Ceci se percoit sur la Figure 4.2(c) dans les zones
de I'image lisses en l'absence de bruit (ex : I’épaule de Lenna).

Le débruitage issu de la base orthogonale d’ondelettes discretes Symmlet 4 est surtout
appréciable dans le cas non décimé (Tab. 4.1) de par I’ajout de redondance dans la
décomposition. L’absence d’une véritable directionnalité dans cette méthode induit
cependant une mauvaise reconstruction des courbes et des contours d’objets (cfr. les
détails du chapeau sur la Figure 4.3(b)).

Le repere conique CMW donne des résultats tout a fait comparables a ceux obtenus
avec une décomposition en Curvelets. Ceci se percoit au travers des PSNR corres-
pondants, avec 31.95dB pour le schéma Curvelet et 32.02dB pour le repere CMW,
et par comparaison visuelle des images 4.2(e) et 4.2(f), et des zooms 4.3(c) et 4.3(d).
Le tableau 4.1 montre cependant qu’il existe une limite a la qualité du débruitage
lorsque le nombre d’orientations augmente. De légers artefacts apparaissent en outre
avec le repere conique. Le bruit crée des variations légerement orientées la ot I'image
pure est lisse. La reconstruction engendre des erreurs ayant la forme des ondelettes
employées. La méthode Curvelet contient également ce genre de phénomenes dans
une moindre mesure.
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J AN} 0 1 2
0 31.81dB | 31.81dB | 31.77dB
1 31.64dB | 31.63dB | 31.59dB
2 31.44dB | 31.44dB | 31.40dB

TaB. 4.2 — Comparaison des PSNR atteints lors du débruitage de I'image de Lenna avec
un repere CMW (J = 4, N = 8) pour différentes valeurs de p et de q.

Pour terminer cette section, nous avons testé la qualité du débruitage de I'image de
Lenna en fonction des parametres de régularité p et ¢ du repere conique CMW. Il semblerait
que dans cet exemple!!, le débruitage gagne en qualité lorsque la régularité de 'ondelette
diminue (radialement ou angulairement). L’influence de la régularité radiale p sur les PSNR
semble en outre plus forte que celle de la régularité angulaire q.

4.3.5 Conclusion

Nous avons vu dans cette section comment définir des reperes semi-continus de L?*(R?)
contenant des ondelettes directionnelles. Nous avons ensuite construit le repere conique
CMW en se basant sur les propriétés particulieres de la fonction 5 donnée en (4.67).

Dans le contexte du débruitage d’images contaminées par un bruit additif gaussien,
la qualité des images nettoyées par ce repere est comparable a celles obtenues par des
techniques se basant, soit sur la forme et la directionnalité des filtres employés (curvelets,
ridgelets, ...), soit sur la redondance d’une transformée en ondelettes discrete (UWT).

[’avantage d'un repere semi-continu d’ondelettes directionnelles est en réalité de miser
sur ces deux aspects en meéme temps, autrement dit,

e sur I'importance de la redondance dans la décomposition de I'image pour éliminer au
mieux les effets du bruit par le seuillage des coefficients en ondelettes ;

e ct sur l'utilité de la sélectivité angulaire des filtres ondelettes pour améliorer la re-
présentations des contours d’objets dans I'image.

4.4 Reperes d’ondelettes multisélectifs sur L*(R?) -

Dans un repere d’ondelettes directionnelles classique, qu’il soit discret ou semi-continu,
les ondelettes partagent toutes la méme sélectivité angulaire, leurs supports fréquentiels
étant inclus a des cones de méme ouverture angulaire.

Il peut cependant étre utile de disposer d'un outil a “sélectivité angulaire variable”
pouvant s’adapter localement au contenu de la fonction f € L?(R?). Cette derniere, vue
comme une image, peut en effet présenter a la fois :

e des comportements tres directionnels comme des segments de droites,

1Une étude plus systématique sur différents types d’images reste a réaliser.
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e des objets isotropes comme des singularités ponctuelles ou des gaussiennes,

e des phénomenes a mi-chemin entre ces deux extréemes comme des courbes ou des
éléments texturés.

Chacun de ces objets est mieux représenté par des ondelettes de sélectivités angulaires
différentes. Avec des ondelettes directionnelles, les coefficients issus d’un objet isotrope
en un point et une échelle donnés sont en effet tous de méme valeur, ce qui augmente
inutilement le nombre de coefficients de cette décomposition. Une courbe par contre donne
d’autant plus de coefficients en ondelettes non nuls en un point et une échelle fixés que son
rayon de courbure local est faible (Sec. 3.2).

4.4.1 Point de vue continu -

Soit une image f € L*(R?) et une ondelette admissible ¢ € L'(R?) N L?(R?). Pour
rappel, la transformée continue en ondelettes de f est donnée par

Wi(b,a,0) = (5.0l f) (4.85)
= / dew*(Te_lf_b) (%) (4.86)

R2 a
= @ /R AR (arg ') f(F) e (4.87)

Supposons que 1'ondelette mere 1 soit séparable polairement en fréquence, c.-a-d.
B(k) = pk) e(s), (4.88)

avec deux fonctions p : RY — R et ¢ : S; — R, et en employant les notations k= (k, k),
k=|k|, et k = argk.

Si le support de ¢ est bien localisé, 'ondelette ¢ est une ondelette directionnelle
dont la sélectivité angulaire est inversement proportionnelle a la largeur du support de
¢ (Sec. 2.3.4).

Grace a cette ondelette, nous obtenons

We(b,a,0) = / kdkde p*(ak) ©5(k) f(k, k) ekbeoste=0), (4.89)
R+><51

avec pp(k) = o(k —0), b= |b|| et 8 = argb.
Cette derniere relation peut encore s’écrire
We(b,a,0) = (¢9|R5’a>sl, (4.90)
en posant

)

Ry (k) = /R kdk p*(ak) f(k, k) eFboost=0) (4.91)
+
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et avec (f|g)y, = fsl dr f*(k)g(k). Par la suite, le label S; du produit scalaire sera omis
lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

La transformée continue en ondelettes de f avec 'ondelette v définie en (4.88) équivaut
par conséquent a la projection de Ry, sur une fonction @y localisée sur 'angle 8 € 5.

Wf(l;, a, ) est en quelque sorte une approrimation angulaire de la fonction Ry, alaide de
la fonction (d’échelle) .

Poursuivant dans cette direction, il est maintenant tres tentant d’ajouter une dilatation
a ce schéma. Si ¢ est la périodisation d'une fonction v sur R, nous pouvons par exemple
dilater ¢ en dilatant v [Hol90], autrement dit

pel) = Deplr) == 3 w(=—m), (1.92)

€
nel

pour une certaine fonction v : R — R et pour € € R,..
Dans ce cas, nous obtenons les nouveaux coefficients

Wi(b,a,e,0) = (pes| Rz,), (4.93)

avee @oo(k) = ook — 6).
Naturellement, la redondance de cette nouvelle transformée est fortement augmentée.
Cependant, pour chaque € > 0, nous analysons f au moyen d’une ondelette

~

U(k) = p(k)pe(k) (4.94)

dont la sélectivité angulaire est controlée par e

I1 est raisonnable de supposer que les zones de f localement (quasi)isotropes sont mieux
représentées par une ondelette avec un e élevé, tandis que des objets orientés sont associés
a un e faible. Une idée intéressante serait donc d’adapter la valeur de € au point b et a
I’échelle a considérée. Les sections suivantes montrent comment parvenir a nos fins a 'aide
d’une analyse multirésolution circulaire.

4.4.2 Analyse multirésolution biorthogonale sur )

Nous utilisons dans cette section la théorie des bases d’ondelettes biorthogonales déve-
loppée brievement a ’annexe B.

Prenons une analyse multirésolution biorthogonale de L?(R) (cfr. annexe B) déterminée
par une fonction d’échelle ¢ et par une ondelette y auxquelles sont associées les fonctions
duales qg et x. A ces fonctions correspondent respectivement les filtres discrets h, g, h et
¢ intervenant dans les relations d’échelle (B.6), (B.7), (B.35) et (B.36), avec g et ¢ définis
par (B.42).

Il est possible d’utiliser cette base biorthogonale de L?*(R) pour réaliser une analyse
multirésolution de L*(C}), out C} est le cercle identifié!? avec [0, 1] [Dau92].

12Nous réservons la notation S; pour le cercle identifié avec I'intervalle [0, 27].
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Pour ce faire, considérons la fonction périodisée

Gra(t) = Z Gin(t +m), (4.95)

meZ

ol la notation w,(t) = 2"/%u(2't — n) est appliquée a toute fonction u : R — R pour
[,n € Z. Les fonctions x, ¢ et X peuvent étre traitées de la méme manicre pour donner
lieu, dans 'ordre, aux fonctions périodiques X;,, ¢rn €t Xin-

Ceci permet la création des sous-espaces V; et W, de L*(C}) et générés respectivement
par les familles {¢;,, : n € Z} et {xy : n € Z}. Les sous-espaces duaux V, et W,, également
dans L?(C}), sont quant & eux générés respectivement par les familles {&)ln :n € L} et
{)Zl,n n e Z}

Pour [ > 0, chacun de ces sous-espaces est de dimension finie. En effet, pour toute
fonction u € L*(R) et pour tout r € Z,

Wpor () = 3 o (t+m) =D wn(t+m — 1) = ug,(1).

meEZ meZ

Des lors, V; et les autres sous-espaces de méme résolution sont de dimension 2! car générés
par 2! fonctions.

En outre, lorsque [ < 0, V} se réduit uniquement a l’espace des fonctions constantes sur
C1, et W, a la fonction nulle pour [ < 0. Pour comprendre ce point, nous devons utiliser la
proposition suivante [Dau92].

Proposition 4.9. Sl existe un € > 0 et une constante C' > 0 tels que |p(t)| < C(1+]t])~1¢
pour tout t € R, alors

> pt-m) =1 (4.96)

meZ

st et seulement si

D him] = Y h2m+1] = % (4.97)

meZ meZ

En outre si h vérifie Uéquation (4.97), alors

>oxt-3) = o (4.98)

meZ

La preuve de cette proposition est donnée a I'annexe A (Sec. A.4, p. 174).
Autrement dit, si ¢ et ¢ partitionnent I'unité et vérifient (4.96), ce qui équivaut a

demander que les fonctions constantes appartiennent a tous les V; et V; (Sec. B.1), alors h
et h satisfont (4.97), et les ondelettes y et x respectent (4.98). Par conséquent,

Giat) = 277, VIO, (4.99)
Xin(t) = 0, VI<O, (4.100)
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pour tout t € C. En effet, si [ <0,

brat) = Y 2262t +2'm —n)

211
= S 25 g2t +2g—n + p)

en posant m = 27'p + ¢. Le raisonnement est similaire pour démontrer (4.100) en posant
m=2"1p+q (avec [ < 0) dans le développement de x;,(t). Ces résultats sont également
transposables a ¢;,, et Xi,.

Proposition 4.10. Les fonctions d’échelle & et ¢, et les ondelettes X et X, vérifient les
relations d’échelle suivantes :

Grn() = D Mlg—2nbig(t),  xialt) = D alg— 2n] buy(t), (4.101)

q€Z[2'] q€Z[2!]
broia(t) = Z hilg = 2n] §ig(t),  Xi—1a(t) = Z Gila — 2n) Pre(t), (4.102)
q€Z[2'] q€Z[2!]

avec 1l e N’ t € R et si[n] = >, ., s[n+ 2'm] pour toute séquence discréte s € 1*(Z).

La preuve est donnée a 'annexe A (Sec. A.4, p. 175). Par conséquent, nous avons bien
les inclusions V,_; C V;, W,_; C V,, V,_; C Vet W,_; CV,.

Proposition 4.11. Les fonctions d’échelles & et & vérifient les formules de reconstructions

Groralt) = > Tualn —2m) bun(t) + Y Galn — 2mlxim(t)  (4.103)

mez[2!] meZ(2!]
Proalt) = > haln—2m b)) + Y gl — 2m) m(t), (4.104)
mez[2!] meZ[2!]

pour 1 € N et n € Z[21].

La preuve est donnée a 'annexe A (Sec. A4, p. 176). Ceci confirme que V.1 = VW,
et que Vl+1 = Vl D Wl.
Les espaces V; et W, ainsi que W, et V;, restent orthogonaux. En effet, pour deux
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fonctions u et v dans L?(R),

! 1 ’
(i [Via) = 2/ at S w2t +p) — )o@ (t+q) — 1)
0 P,qQEL
L o % (ol v /
=27 ) dt u* (2%t —n)v(2"(t +q —p) — )
p

p,qEL

~

= 23 Z/ dt w*(2't — n) v(2"t — 0/ + 2¢q)
R

qEZ

= Z <ul,n | 'Ul,n’—2l/q>’
qEZ

avec [,I' € N° n € Z[2!] et n’ € Z[2"]. Le produit scalaire de la premiere ligne du dernier
développement est a prendre sur le cercle . Il en sera de méme par la suite de tout
produit scalaire réalisé sur deux fonctions dénotées par des caracteres gras.

Par conséquent,

<Xl,n | &)l,n’> = Z <Xl,n | ¢l,n’—2lq> =0

qE€Z

(D1 | Xn) = Y Abtn | Xt—zig) = 0,
qE€Z
pour [,I' € N° n € Z[2'] et n’ € Z[2"].
De plus, pour les mémes [,1’,n,n/,

<Cl)l,n | &)l,n’> = Z <¢l,n | &l,n’—ﬂq) = 5n,n’7

q€Z

<Xl,n‘)~(l’,n’> = 51,1' 5n,n’7

ou le cas [ # I’ de la derniere égalité résulte du fait que V; L Wl, W, L \71, et des
inclusions W; C V.1 et W; C V. .
En conclusion, comme dans le cas non périodique, les fonctions ¢, x, ¢ et x génerent

bien une analyse multirésolution biorthogonale sur L?(CY) associée aux sous-espaces V;_; C
Vl, W, C Vl, Vi.iCcV,et W_; CV,.

Grace a cette analyse multirésolution circulaire, toute fonction f € L?(C}) se décompose
de la maniere suivante

f = Y elnlbra® + YY" difn) (). (4.105)
nez2l] I=L nez[2!]

pour un L € N fixé, et avec les coefficients ¢;[n] = (b, | f) et di[n] = (xin | f). Remarquons
que si L = 0, la premiere somme se résume simplement au terme constant

co0] Poo(t) = (f) = ; f
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puisque ¢y = 1.
Les relations (4.101) induisent des regles de récurrence pour ces derniers coefficients.
En effet,

aln] = M ®cpa2n] (4.106)
dl [n] = gl ® cl+1[2n] (4107)
(4.108)

olt §[n] = sf[—n] pour toute suite s € I?(Z[2']), et ot ® est la convolution circulaire entre
deux suites périodiques u et v de méme période P € N définie par

u®vn] = Z u[m — njv[n]. (4.109)
meZ[P)

En outre, le passage aux coefficients d'une résolution [ + 1 a partir de ceux de la
résolution [ est issu de (4.103) et est réalisé par

cinln] = hip @ ln] + giy ® di[n], (4.110)

ou s est I'opération de sur-échantillonnage définie par

— 1 J s[5] sin est pair,
sl = {O sinon. (4.111)

Cette opération transforme une suite s de période P € N en une suite de période 2P. Des
regles completement équivalentes existent pour les coefficients duaux ¢;[n| et d;[n].

4.4.3 Analyse angulaire multisélective "

Montrons maintenant comment une analyse multirésolution (bi)orthogonale sur L?(C})
permet la création d’ondelettes bidimensionnelless directionnelles particulieres possédant
les propriétés suivantes :

e clles se combinent dans un schéma pyramidal pour former des ondelettes de sélectivité
angulaire plus faible jusqu’a 1'obtention d’une ondelette totalement isotrope;

e clles définissent un repere (semi-continu) linéaire (Sec. 4.3.1) pour chaque niveau de
sélectivité angulaire.

Prenons une analyse multirésolution biorthogonale sur L*(C') générée par la fonction
d’échelle ¢, I'ondelette x et leurs correspondantes duales. A I'aide de celles-ci, des ondelettes
bidimensionnelles de forme (4.88) peuvent étre définies par

Uiak) = p(k) pua(r), (4.112)
Ui (k) = p(k) yim(s), (4.113)

L T
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avec k = (k, k) en coordonnées fréquentielles polaires, et ou

Pra(k) = dm(g), (4.114)
(k) = Xl,n(%), (4.115)

sont les transpositions des fonctions ¢, et x;, sur le cercle Sy ~ [0, 2n[. L'exposant "a”
apparaissant dans (4.112), rappelle que I'ondelette ¢* résulte angulairement d’une fonction
d’approzimation o, tandis que I'exposant d dans I’équation suivante souligne que 19 est
liée a la fonction de détails (I'ondelette) .

Observons maintenant le role des différents parametres de ces nouvelles ondelettes.
Toute d’abord, le parametre n devient un parametre de rotation d’angle 6, = n22—7{ En
effet,

U (k) = p(k)un(r) = p(k)pro(k —nZ) = dio(ry'k), (4.116)

avec 1y la matrice de rotation d’angle 6.

Ensuite, nous remarquons que si [ est suffisamment grand pour que les fonctions ¢, et
Y. e se replient pas sur elles-mémes par périodisation, les ondelettes (4.112) et (4.113)
sont clairement directionnelles puisque ¢y, et X;, sont bien localisées sur le cercle'. En
outre, puisque la sélectivité angulaire d'une ondelette directionnelle, c.-a-d. sa capacité a
distinguer des orientations proches, est inversement proportionnelle a 'ouverture angulaire
du cone supportant I'ondelette en fréquence (Sec. 2.3.3), le parametre [ s'interprete direc-
tement comme un niwveau de sélectivité angulaire. Une grande valeur de [ implique en effet
un cone étroit, et donc une haute sélectivité angulaire.

Les ondelettes (4.112) et (4.113) peuvent étre employées pour décomposer une fonction
f € L*(R?). En discrétisant uniquement les échelles de maniere dyadique (Sec. 4.3), c.-a-d.

en prenant a; = 5%, ces ondelettes définissent les nouveaux coefficients

25

fa®) = W, 1) (4.117)
Wiha®) = @, 1), (4.118)

avec ) -
V5 jun(®) = aigﬁn(xT_b)’ (4.119)

et de méme pour @bgjln(f).
Si nous reprenons le point de vue continu développé a la section 4.4.1, les coefficients

ci-dessus se réécrivent

Wia®) = (ounl By, (4.120)
Wiia®) = (nal Bg,), (4.121)

13Elles sont méme coniques, au sens défini en 2.3.4, si ¢ et y sont & supports compacts.
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ou le produit scalaire est réalisé sur Sy, et avec I'abus de notation R .(r) = Ry aj(/-f).

Ceci montre qu’en un point b € R? et en une échelle a; fixés, les coefficients jaln(g) et

ch}l’n(l;’) peuvent véritablement s’interpréter comme des coefficients d’approximation et de
détail de la fonction angulaire R (k).

Proposition 4.12. S;
> plagk) = ¢, VkeRy, (4.122)
JEZ

pour ¢ € R*, alors, pour tout | € N, la famille

{2 beR? jeZ neN, n<?2}, (4.123)

b.j,l,n
est un repére (semi-continu) linéaire de L*(R?) au sens de (4.54), c.-a-d.
SN Atk = 30N di(ak) = 25, VEkeR? (4.124)
JEZ neZ[2!] JEZ neZ[2!]

2w

avec 0,, = = ngr.

La démonstration assez immédiate figure a annexe A (Sec. A.4, p. 176).
Par conséquent, si la condition (4.122) est vérifiée, alors, pour tout [ € N fixé, une
fonction f € L?(R?) est décomposée selon

F@ = >N 22 W (@) (4.125)

JEZ neZ[2!]

4.4.4 Regles de récurrence ~

Les ondelettes a sélectivité variable ¢, et ¢ldm héritent des regles de récurrence des
fonctions ¢y, et xin. En effet, & partir de (4.101), il est facile de montrer que

Vi@ = Y ' =20, (@), (4.126)
n/€Z[2!]

Ulia@) = D aln 2], (D). (4.127)
n/€Z[2!]

En outre, a partir de la reconstruction (4.103),

Vi1 Z hl [n — 2n'] 4y} W (T) + Z Giln — 2n’] wﬁn'(f)- (4.128)

n/€7[2!) n/€Z[2!]
Par conséquent, et comme annoncé plus haut, les ondelettes de niveau [

e se combinent en engendrant des ondelettes de niveau [ — 1 et de sélectivité angulaire
réduite de moitié (Equations (4.126) et (4.127)),
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Wilo(0)

Fi1c. 4.5 — Reconstruction des coefficients en ondelettes selon leur niveau de sélectivité.

e génerent des ondelettes de niveau [ et de sélectivité angulaire double (Equation
(4.128)).

En projetant f € L?(R?) sur ces trois dernieres équations, nous obtenons pour les
coefficients en ondelettes

;l—l,n(g) = Z h'* Wﬁl,n’(g) = (BIGBW;TL.(_»))%L (4129)
n/€Z[2!]

W) = D> giln' =2 Wi () = (a@W.(h),,. (4.130)
n'€Z[2!]

lors de la décomposition vers une sélectivité plus faible. La reconstruction d'une sélectivité
plus élevée s’obtient par

Wj?,‘l-l-l,n(_)) - Z ﬁ?—i—l[n - 2nl] Wj In' (_)) +
n €Z[2!]
Grealn — 20 W3 (D) (4.131)
nezf2!)
— (@ Wa ()., + (GaeWi@) . (4.132)

Dans cette derniere relation, 'opérateur de sur-échantillonnage - ainsi que la convolution
circulaire ® agissent sur le dernier parametre des coefficients, tandis que la notation (+),,
indique que 'orientation n des coefficients est sélectionnée.

Toutes ces regles de récurrence réalisent un schéma pyramidal de décomposition et de
reconstruction des coefficients en ondelettes selon leur niveau de sélectivité angulaire. Ceci
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est illustré par les Figures 4.4 et 4.5. Les symboles |2 et 12 représentent respectivement
les opérations de sous-échantillonnage (s[n| — s[2n]) et de sur-échantillonnage (s[n]).
Nous avons également introduit les coefficients

- -

Wi(b) = Wioo(b), (4.133)
associés a 'ondelette isotrope

VE) = p(k)poo(r) = plk). (4.134)
Ces coefficients correspondent aussi a la moyenne angulaire des RIZ j(li) puisque

-

W;() = <1|R8,j> - <R§,j>’ (4.135)

4.4.5 Sélectivité adaptative -

Dans les sections précédentes, nous avons défini une nouvelle famille d’ondelettes de
sélectivité angulaire ajustable réalisant un repere linéaire pour chaque niveau de sélectivité
[ € N, le cas [ = 0 correspondant a un repere completement isotrope.

Il est cependant possible d’employer un niveau [ variable.

Proposition 4.13. Pour toute fonction

R2x7Z —

e (4.136)

la fonction f € L*(R?) peut étre décomposée en

@ o= 3 2Ewr (@) (4.137)

JEZL pez2!]

Ceci est une simple conséquence de

_ L a — i/ =
j{: 272 jLn(x) ::<MG($)7

nez2!

pour tout [ € N, puisque ZneZ[zl} Yin(k) = 23
Le choix de la fonction [ étant libre, nous pouvons 'adapter au contenu de f. Fixant
un niveau de sélectivité maximal L € N, un choix possible consiste a prendre

l;,j = argmax max 2| A agl|wd] 4.138
5.9) e max (07,19l o] (1.138)
avec a; ' lof | = ||¢§Jln!| pour tout n € Z[21] et tout b € R2.

Autrement dit, en une position & et une échelle j données, le niveau de sélectivité choisi
est celui qui maximise la ressemblance (locale) entre f et une ondelette de ce niveau.
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(a) (b)

FI1G. 4.6 — Valeur de [ (Z,0) sur un exemple académique avec L = 5.

La Figure 4.6(b) présente le résultat du calcul de [ (pour j = 0 et L = 5) sur une
image académique contenant différentes formes géométriques (Fig. 4.6(a)). Les ondelettes
employées dans cet exemple sont présentées a la section suivante.

Les valeurs de [ sont affichées uniquement dans les zones ol la reconstruction de fa
Iéchelle j = 0, c.-a-d. Wi, dépasse 10% de sa valeur maximale.

Nous voyons que [ suit d’assez pres le caractere “orienté” des objets analysés. Le niveau
de sélectivité croit avec le rayon de courbure des trois disques de la Figure 4.6(a) sur les
contours de ceux-ci. Les trois singularités de la partie inférieure sont par contre liées a un
niveau nul. Finalement, la droite donne un niveau de sélectivité maximal.

4.4.6 Choix de l’ondelette ~

Pour choisir les fonctions ¢ et x, meres de leurs versions périodisées ¢ et x, nous
utilisons les résultats de Cohen-Daubechies-Feauveau [CDF92| sur la recherche d’une base
d’ondelettes biorthogonales de L?*(R?) & support compact et avec un nombre de moments
nuls donnés (cfr. annexe B). Nous utilisons ici les filtres & et h calculés en [CDF92] avec
respectivement p = 3 et p = 7 moments nuls. Leurs valeurs sont présentées a I’annexe B
sur le tableau B.1.

Cette base est reliée a une fonction d’échelle B-spline quadratique (ordre p—1) [UAE93]
telle que ¢(t) = [2(t), out (,(t) est défini en (B.47). Cette fonction a pour support [—2, 2

) 5]
(Fig. B.1(a)). Lorsque [ est suffisamment grand, ceci garantit que 'ondelette conique 7', (k)
définie en (4.112) possede une régularité quadratique sur les bords du cone fréquentiel la
supportant.

E i _} réalisent un repeére linéaire de L*(R), la proposition

Pour que les ondelettes {1
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=0 =1 =2 =3

o0 » ¢

FIG. 4.7 — Présentation des ondelettes ¢? (k (k) et P ( (k) pour différentes valeurs de [.

(a) (b)

F1G. 4.8 — Comparaison de la sélectivité angulaire de deux ondelettes du repere ASF. (a)

b3o(k) (a=30). (b) (k) (a=3).
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4.12 exige que
> plagk) = 1,
jez
pour tout k € R,. Cette condition est satisfaite en prenant simplement

p(k) = ¢(logy k), (4.139)
puisque a; = 5% et que ¢ réalise une partition de 'unité (4.96).
La Figure 4.7 présente les ondelettes 1&?” et ﬁfn associées aux choix décrit plus haut.

Le support de ¢ étant égal a [— il est facile de calculer la demi-ouverture angulaire «

2’5]

du cone supportant les ondelettes @DM. Elle suit la regle
3m
TR vi> 1. (4.140)

Les ondelettes associées sont donc coniques pour [ > 3, valeur pour laquelle le cone devient
strictement convexe [AMV99]. Ce phénomene est illustré a la Figure 4.8
Pour chaque I € N, nous nommons le repere linéaire de fonctions {¢5,
repére spline angulaire (ASF') & sélectivité fixe.
Lorsque nous employons la quantité l~(5, j), la famille de fonctions {¢jln} est appelée

} ainsi formé

repere ASF adaptatif (ou a sélectivité adaptative).

4.4.7 Implémentation et discrétisation ™

Nous adoptons la méme méthode que celle décrite a la section 4.3.2. Puisque supp (¢) =

[—2,2], en prenant ap = @ ~ 0.9003 dans la discrétisation a; = 5%, la fonction p(apk) =

¢(logy apk) est centrée sur la fréquence 3 avec pour support U'intervalle [T, 7[. Par consé-
quent, les ondelettes ¢7, et w]zn sont a bande limitée pour 7 € —N, autrement dit, ces

deux fonctions appartiennent a B;. En conséquence, la résolution j, est fixée a 1, et nous
pouvons définir la fonction résiduelle associée a 1)}, par

(k) = 1p (k) ora(r) > d(log, k +logy ag — ). (4.141)

j=1
La fonction d’échelle isotrope est quant a elle établie par
C(k) = > ¢(logy k +logy ag — j). (4.142)
je-N
Avec les particularités de I’analyse multisélective et pour J € N et L € N fixés, la
reconstruction (4.63) d'une fonction f € B, devient

@) = S;@) + > Y W@ + > Hp, (7 (4.143)

J==J+1 pez)ol] nez[2!]

%2

YPour Angular Spline Frame.
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avec S_; défini en (4.51), et
Hin(Z) = (malf), (4.144)

pour [ € Net n € Z[2]]. )
Pour tenir compte du changement d’ondelettes a haute fréquence, la fonction [ est
redéfinie en cette résolution par

(0,1) = argmax max (5, | )] lnall (4.145)
lefo,L] nEZ2!] "

avec nmm(f) = ém,n(f —b).
J
Remarquons que la formule de reconstruction associée au repere ASE a sélectivité fixe
s’obtient simplement en remplagant [ par L dans (4.143).

Exemple : Nous présentons sur la Figure 4.9 la décomposition de I'image de la Figure
4.6(a) en ses coefficients W, pour j = 0 et pour [ € [1, 3], avec l'ondelette ¢}, détaillée
plus haut. Comme D'image est réelle, f*(k) = f(—k) = f(r-k) et (Wil = W3 g, de
sorte que seuls les modules des coefficients W3, avec n € [0, 2171 sont affichés. Lorsque [

augmente, la sélectivité angulaire des ondelettes ¢%,  est clairement croissante au vu de la
taille décroissante des portions de disques détectées.

Remarque 4.4. De par le choix de la fonction radiale p, les fonctions wi’ﬁn appartiennent
en réalité a By-j,. Par conséquent, un sous-échantillonnage non destructif des coefficients
Siin(b) et W;ﬁn(b) est réalisable & chaque diminution de la résolution® j. Cette écono-
mie n’est cependant pas réalisée ici. Ce point est donc laissé ouvert pour des recherches
complémentaires visant a améliorer I'efficacité et 'optimisation des algorithmes employés.

-

Remarque 4.5. Les coefficients W;ﬁn(b) peuvent étre évalués selon deux méthodes. Premie-
rement, il est possible de les obtenir au moyen de convolutions rapides (employant la FFT)
réalisées sur I'image f avec les filtres 1/1?5 ... Pour une image f de taille NN, pour j fixé, et
étant donné un niveau de sélectivité maximal L € N, il faut ainsi O((2¥7' — 1)N?log® N)
opérations pour calculer les coefficients V[/Jaln(g)

La deuxieme méthode tient compte du schéma pyramidal présenté aux Figures 4.4 et
4.5. 11 suffit dans une phase initiale de calculer par convolution spatiale les 2* images
WjaLn(l;) pour n € Z[2%]. Ensuite, les niveaux de sélectivité inférieurs s’obtiennent par
I'emploi des filtres (A, g;), c.-a~-d. au moyen de combinaisons linéaires des coefficients aux
sélectivités supérieures.

Pour j et [ fixés, et en supposant le filtre i de longueur K, le calcul des 2! images V[/Jaln(g)

sur base de la connaissance des W, +17n(5) nécessite O(2! min(K, 2') N?) opérations, puisque

15De plus, par une méthode équivalente & celle développée en [KS96] dans le contexte des filtres orien-
tables (steerable filters), un codage en sous-bande peut étre réalisé en déduisant les coefficients W;_;dn des

-,

approximations S;; »(b) par un filtrage haute-fréquence adapté.
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n = n=1 n=2 n=3

F1G. 4.9 — Décomposition d'une image académique en ses coefficients en ondelettes a dif-
férents niveaux de sélectivité.
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supp (h;) = min(2!, K). Au total,

L
O(N*(2"10g” N + Y " 2" min(2", K))) < O(N*(2"log’ N + K2" — K))  (4.146)
=1

-,

opérations sont donc nécessaires pour évaluer les 2t images W2 (b) (avec [ € [0, L],
n € 7Z[21).

Le nombre d’opérations requis pour évaluer les coefficients W]aln(g) dans les deux mé-
thodes est donc grossierement équivalent. Toutefois, si les constantes multiplicatives in-
tervenant dans l’évaluation des nombres O(-) ci-dessus ne sont pas trop importantes, la
seconde méthode est plus intéressante pour les filtres h courts. En effet, pour K < log? N,

2Flog? N + K28 — K < (25 —1)log® N (4.147)

4.4.8 Approximation non-linéaire "

Pour un repere d’ondelettes ¥ = {¢, € L*(R?)}, ol A représente 'ensemble des in-
dices d’'une ondelette, nous définissons I'approximation non-linéaire a N € N termes d'une
fonction f € L?(R?) dans ce repere par

N
= > Wl f) Un, (4.148)
k=1

ot U = {4, € L2(R?)} est le repere dual de W, et ot1 Ay, est un réarrangement des coefficients

(Yx]f) tel que
ma, = IOl a I Ol = mag,, VEeEN (4.149)

Le coefficient m, est nommé magnitude du coefficient (¢, | f).
L’erreur d’approximation realisée entre f et fy est définie par

ef[N] = |If = fnl%. (4.150)

A linverse des bases orthogonales [Mal98], il n’est pas possible ici d’affirmer que ’ap-
proximation fy utilisant les N plus grands termes (au sens des magnitudes) de la décom-
position de f est la meilleure approximation a N termes de cette fonction, c.-a-d. celle
minimisant l'erreur quadratique e;[N]. Toutefois, nous conjecturons ici que cette erreur
décroit globalement pour N croissant.

Dans le cas d’un repere semi-continu sur L?(IR?), le repere d’ondelettes est la famille de
fonction {¢z , € L*(R?)}, ol A est maintenant un multi-indice discret associé aux possibles
dilatations, rotations et changements de sélectivité. Bien que le parametre de position
b € R? soit continu dans le cas théorique, la discrétisation décrite en 4.3.2 permet encore
de “compter” les NV premiers termes de la décomposition de f € B;.

En outre, puisque le nombre total M de coefficients est limité (par exemple en fixant J
et L pour les reperes ASF), nous pouvons comparer des reperes différents en observant la
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qualité des approximations non-linéaires obtenues en retenant 7% des meilleurs coefficients,
c.-a-d. pour N = | M 15| termes.

Nous allons maintenant comparer dans quelques exemples, les approximations non-
linéaires obtenues a pourcentage 7 égal dans trois reperes directionnels (semi-continus) :
un repere CMW (Sec. 4.3.3), un repere ASF a sélectivité fixe, et un repere ASF adaptatif.

1% des coefficients. 10% des coefficients.
ASF fixe | ASF adapt. | ASF fixe | ASF adapt.

13.83dB | 13.83dB | 19.15dB | 19.15dB
13.83dB | 14.09dB | 19.19dB | 20.10dB
13.79dB | 14.07dB | 19.19dB | 20.04dB
13.80dB | 14.34dB | 20.18dB | 21.44dB
14.24dB | 15.00dB | 19.99dB | 22.37dB

B WD~ O
—_
e N N N

TAB. 4.3 — Approximation non-linéaire d’une image académique pour les reperes ASF fixe
et adaptatif. Les résultats sont les PSNR des images reconstruites relativement a I'image
originale en utilisant 1% et 10% des meilleurs coefficients en terme de magnitude.

Exemple académique : Reprenons I'image académique de taille 128 x 128 présentée a
la Figure 4.6(a).

Le tableau 4.3 présente la qualité des reconstructions obtenues (en PSNR) a l'aide des
reperes ASF fixe et adaptatif, pour J = 4 échelles et différentes valeurs de L, en prenant
1% et 10% des meilleurs coefficients®® intervenant dans la décomposition (4.143).

Quel que soit le pourcentage de coefficients conservés, la qualité de la reconstruction
augmente clairement dans le cas adaptatif en fonction du nombre d’orientations 2% dis-
ponibles. Cette qualité est nettement moins améliorée pour L croissant dans le cas d’une
sélectivité fixe. La qualité de la reconstruction réalisée pour L = 4 dans le cas adaptatif
surpasse en outre la qualité des reconstructions obtenues dans le cas fixe pour I'ensemble
des 1 € [0, 4].

La Figure 4.10 affiche les approximations obtenues pour la derniere ligne du tableau
4.3. A pourcentage égal, le cas adaptatif présente plus de détails que le schéma a sélectivité
fixe. De maniere générale, ce premier affiche les objets plus isotropes de I'image oubliés par
la seconde méthode.

Exemple réel : Nous avons choisi une photographie d’'un champ de tournesol (Figure
4.11). Celle-ci présente a la fois des détails directionnels, comme les tiges des plantes et les

16Notons par exemple que 1% des coefficients pour les reperes ASF fixe et adaptatif représentent res-
pectivement 13 105 et 11925 valeurs.



4.4. Reperes d’ondelettes multisélectifs sur L?(R?) © 103

(a) (b)

- @® . ® .

() (d)

F1G. 4.10 — Approximation non-linéaire d’une image académique a 1% et 10% des meilleurs
coefficients pour L =4 et J = 4. (a) ASF fixe a 1%. (b) ASF adaptatif a 1%. (c) ASF fixe
a 10%. (d) ASF adaptatif a 10%.

F1G. 4.11 — Photographie d'un champ de tournesols.
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F1G. 4.12 — Approximations non-linéaires d’une photographie d’'un champ de tournesols.
Les Figures (a), (b) et (c) présentent les approximations non-linéaires réalisées avec 1%
des meilleurs coefficients respectivement pour les reperes CMW (PSNR=14.03dB), ASF
fixe (PSNR=13.84dB) et ASF adaptatif (PSNR=14.27dB). Les Figures (d), (e) et (f) sont
équivalentes aux Figures (a), (b) et (c¢) mais avec 10% des coefficients. Les qualités des
reconstructions obtenues sont respectivement égales a 17.02dB, 16.72dB et 18.22dB.



4.4. Reperes d’ondelettes multisélectifs sur L?(R?) © 105

contours des feuilles, ainsi que des zones plus isotropes tel le coeur sombre des fleurs. En
outre, 'angle de prise de vue est tel que ces objets apparaissent a des échelles différentes
en fonction de leur distance a I'objectif supposé. Différentes approximations non-linéaires
a 1% et 10% des meilleurs coefficients ont été calculées pour J = 4 résolutions, N =
2L = 16 orientations, et avec les reperes CMW, ASF fixe et ASF adaptatif. Quel que
soit le pourcentage de coefficients conservés, le schéma multisélectif donne des qualités de
reconstruction plus importantes. Les détails isotropes y sont également nettement moins
défavorisés que dans les reperes a sélectivité angulaire constante. A 1%, le repere ASF
adaptatif rend déja compte de la majorité des coeurs sombres de fleurs, alors que ces
derniers n’apparaissent pas dans les autres approximations.

4.4.9 Conclusions et perspectives

Un repere semi-continu (linéaire) de L?(R?*) composé d’ondelettes directionnelles a
été décrit. Ces dernieres sont construites directement en fréquence sur base de fonctions
d’échelles et d’ondelettes issues d'une analyse multirésolution circulaire. Cette méthode
confere a ces ondelettes bidimensionnelles la capacité de se combiner dans des relations
d’échelle angulaire. De nouvelles ondelettes de plus faible sélectivité angulaire peuvent
alors étre engendrées, jusqu’'a 'obtention d’une ondelette totalement isotrope. En outre,
puisqu’a chaque niveau de sélectivité, les ondelettes générées maintiennent la réalisation
d’'un repere linéaire du plan, le niveau de sélectivité est ajusté au contenu de 'image ana-
lysée.

Grace a cette capacité d’adaptation, et en comparaison avec des méthodes a sélectivité
angulaire fixe (repere CMW et repere ASF fixe), le schéma multisélectif obtient des recons-
tructions non-linéaires de bonne qualité a 7% des meilleurs termes de la décomposition.

Ce résultat nous montre qu’'un repere multisélectif a sélectivité adaptative économise
le nombre de coefficients en fonction du caractere orienté ou non des points de I'image
analysée. Intuitivement, si au niveau [ de sélectivité, 2! coefficients sont nécessaires pour
rendre compte d'un détail mieux caractérisé au niveau [—1, le schéma multisélectif adaptatif
permet de gagner 2/~! coefficients dans une approximation non linéaire limitée & un nombre
restreint de coefficients.

Ce phénomene a été utilisé implicitement dans le cadre du débruitage d’image [AJ03a].
Au vu des résultats obtenus dans cet article, les ondelettes les plus isotropes semblent
cependant inaptes a décorréler facilement les composantes du bruit de celle de I'image
d’intérét. Une étude plus systématique en ce sens reste a réaliser.

La question de l'intérét éventuel des fonctions Q/lem dans une représentation adaptée
d’images mérite également d’étre posée. Ces dernieres présentent, par exemple, des simila-
rités frappantes avec les ondelettes endstopped (Sec. 2.3.4). Pour rappel, celles-ci miment
I’action de certaines cellules de la rétine dans la vision a bas niveau. Or, dans le cas du
repere ASF, I'ondelette y employée est semblable a une dérivation de 1’ondelette spline ¢
(Fig. B.1). Une ondelette A;{l,o(lg) est donc fort proche de la dérivation en k, d'une onde-

~ -

lette @b?,z,o(k‘) orientée selon k,, ce qui suit le procédé créant une ondelette endstopped du
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premier type a partir d’'une ondelette de Morlet.

Pour terminer, existe-t-il un schéma multisélectif applicable aux reperes semi-continus
non-linéaires d’ondelettes de L?(IR?)?

Par I'emploi d’une convolution des coefficients en ondelettes lors de la phase de re-
construction d’une image (Sec. 4.3.1), les reperes non-linéaires régularisent les opérations
discontinues, tels les seuillages, réalisées sur ces coefficients.

Cependant, si a chaque niveau de sélectivité [ € N un repere multisélectif {¢57j,l,n be
R?, j € Z,n € Z[2!]} existe, la proposition 4.7 impose que la reconstruction d’une fonction
f se réalise au moyen d’ondelettes duales ¢57j’l’n telles que

Z Z w],l,n ,ij,l,n( ) == 1, VE€R2, (4151)

JEZ neZ2!]

ou wj,l,n = ¢6,j,l,n et %’,z,n = ¢6,j,l,n'

La question est alors de déterminer si nous pouvons construire des ondelettes directes
et duales vérifiant certaines formules de récurrence entre les différents niveaux [, et si,
en outre, ces niveaux sont adaptables au contenu de f au sein d’'une méme formule de
reconstruction.

4.5 Reperes d’ondelettes stéréographiques sur L2(5?) "

4.5.1 Introduction

La section 2.4 a introduit la transformée continue en ondelettes sur la sphere S? (SCWT
[AV99]). Nous proposons a présent d’étudier sous quels criteres cette transformée peut étre
discrétisée tout en maintenant une reconstruction de la fonction analysée. Autrement dit,
nous allons construire des repeéres d’ondelettes (stéréographiques) sur S%. Nous n’étudions
cependant que le cas des ondelettes axisymétriques (zonales).

Avant de poursuivre, notons que des approches équivalentes existent en ce domaine.
Citons par exemple la méthode Lifting-Scheme de P. Schroder et W. Sweldens [SS95]
réalisant une analyse multirésolution & partir d’'une paramétrisation icosaédrique de S2.

W. Freeden [FMZ03] définit également une transformée sur S? en se basant sur une
dilatation différente réalisée directement en Fourier. Des reperes polynomiaux sphériques
ont aussi été créés en [MNPOO], I'ordre des polynomes définissant la résolution de l'ana-
lyse. Le désavantage de ces méthodes est cependant de privilégier 'aspect fréquentiel des
transformées. La localité spatiale des filtres ainsi définis n’est par exemple pas garantie et
la dilatation n’a aucun fondement géométrique en position.

En se restreignant a une fonction particuliere, T. Biillow parvient cependant a retrouver
cette localité en employant une gaussienne sphérique issue de 1’équation de la chaleur sur
S? [Biil02]. 11 obtient ensuite plusieurs filtres reliés aux dérivées de cette gaussienne.

Ce dernier cadre n’est malheureusement pas aussi général que celui d'une dilatation
stéréographique appliquée a n’importe quelle ondelette admissible sur S2.
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4.5.2 Repere sphérique semi-continu "

Rappels

Nous avons introduit dans la section 2.3 la transformée en ondelettes continue sur
la sphere S?. Pour rappel, étant donné une fonction f : S? — R et une ondelette v
axisymétrique vérifiant la condition d’admissibilité (2.66), la SCWT de f est définie par

Wi(w,a) = | dp(w) f(&) [R Datf]" (&),
52

avec w = (0,¢) € 52, [w] = p(¢,0,0) € SO(3) en notation Eulerienne, et a € R%. R, est
I'opérateur de rotation sur L*(S?), et D, est la dilatation stéréographique telle que

(Daf)w) = Ma,0)% f(w)),
pour f € L?(S5?%), et avec le cocycle

4a?

Ma.0) = [(a? — 1) cos(0) + (a® + 1)]>

Le corollaire 2.3 donne en outre la formule de reconstruction suivante pour le cas d’une
ondelette axisymétrique :

f) = [ [ D W @) fualw)
Ry Js2  ° 7
avec sz,a = Ry L;lDCﬂb, et Ly l'opérateur de repere tel que

Ly ad(m) = Gy()all,0) dom = [ 55 / 9 (1, 0)* ] 4Pa(l,0) Gom- (4.152)
L
Premiere approche

Nous proposons maintenant de discrétiser les échelles de la SCWT tout en laissant
varier les positions continiment. Autrement dit, nous choisissons

w € S (4.153)
a € a={a; eRL: a; >a;41, j €L} (4.154)

donnant lieu a la grille semi-continue
AMo) = {(w,a;) : weS? jeZ} (4.155)

Pour simplifier les notations, nous remplacerons par la suite les indices a; par j, 1,, deve-
nant par exemple ¢;, tandis que W;(w) = Wy(w, a;).
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Dans une premiere approche, et en cohérence avec la théorie des reperes semi-continus
pondérés décrite a la section 4.1.5, la reconstruction de toute fonction f € L*(S?) est
garantie si

AllFIP < Yy /52 dp(w) [W;(w)I* < BIIfI?, (4.156)

JEZ
avec A, B € R indépendants de f, et pour certains poids v; > 0 rendant compte de la
discrétisation de la mesure continue %. Dans ce cas, la famille

{twj = R D = (w,a5) € M)}, (4.157)

constitue un repere semi-continu de L?*(S?).
La proposition suivante traduit cette derniere condition dans I’espace de Fourier.

Proposition 4.14. S7il existe deur constantes A, B € R telles que

4
<
20+ 1

> vilL0)° < B, (4.158)

jez
pour tout | € N, alors (4.156) est vérifiée.

La démonstration assez immédiate de cette proposition figure a 'annexe A (Sec. A .4,
p. 177).

15

s()

0 5 10 15 20 25 30
|

F1G. 4.13 — Analyse d’un repere sphérique semi-continu. Comportement de S(I) pour plu-
sieurs valeurs de K.

Choisissons par exemple 'ondelette DOG (a = 1.25) avec une discrétisation en échelle
dyadique & K € N° voix, c.-a-d. ‘
3 (4.159)

a; = a02

avec j € Z.
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Prenons également des poids v; qui tiennent compte de la discrétisation de la mesure

continue %, c.-a-d.

—a oK — 1
y = S 2T (4.160)
a’ =
J 2K 2

La Figure 4.13 (en trait continu) représente le calcul de la quantité

4 .
SW) = 5 2 v o) (4.161)

jET

pour ag = 1 et pour K = 1,2 et 3.

Pour | < 3 et quel que soit le nombre de voix, un “trou” apparait dans ce graphique.
Il s’agit d’une manifestation de l'opérateur de repere continu L, lequel n’est pas un mul-
tiple de l'identité. L’origine de ce phénomene est aussi intrinsequement liée a la dilatation
stéréographique.

A une voix et pour [ > 3, S(I) oscille légérement avec une amplitude maximale de
0.0219 autour d’une valeur moyenne égale a 0.9438. Ces oscillations diminuent cependant
pour les mémes valeurs de [ si le nombre de voiz augmente (traits discontinus sur la Figure
4.13).

Intuitivement, pour de petites échelles, la dilatation stéréographique tend vers la limite
FEuclidienne [AV99] exprimée en (2.89) et (2.97). Des lors, la sphere s’approxime par son
plan tangent au pole nord, et S(l) présente a haute fréquence un comportement analogue
a celui obtenu pour des reperes de la droite ou du plan [Dau92, Mal9g].

Nous avons estimé les bornes A et B sur base respectivement du minimum et du maxi-
mum de S(I) sur [ € [0,31] et pour K € [1,4]. Le résultat de ces estimations figure sur
le tableau 4.4. Pour K > 2, le rapport B/A converge vers la valeur 1.8107. Il n’y a donc
apparemment pas de convergence vers un repere strict pour lequel B/A = 1.

K| A B | BJ/A
0.5281 | 0.9658 | 1.8288
0.6817 | 1.1203 | 1.8107
0.6537 | 1.1836 | 1.8107
0.6722 | 1.2171 | 1.8107

=~ W N =

TAB. 4.4 — Estimation des bornes A et B en fonction des extrema de S(I) pour plusieurs
valeurs de K.

Seconde approche

Pour cette seconde approche, nous décidons de partir de la relation de Plancherel du
corollaire 2.2. Autrement dit, en se basant sur le contenu de la section 4.1.5, nous allons
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F1G. 4.14 — Analyse d’un repere sphérique semi-continu controlé. Comportement de S({)
pour plusieurs valeurs de K.

observer sous quelles exigences la condition de repere controlé suivante est satisfaite. Pour
A, B € R, nous voulons donc

AP < S o [ ) Wi W) < BISIP (1162)
JEZ

avec f € L*(S?) quelconque, et W;(w) = <R[W]L;1D]—w | ). L'opérateur de controle du
repere est L;l et (2.79) montre que celui-ci est dans GL($)) si I'ondelette 1 est admissible.

Proposition 4.15. Sl existe deuzr constantes A, B € RY. telles que

47
20+ 1

~

G vl 0) < B, (4.163)

JET
avec Gy (l) donné par (4.152) et pour tout | € N, alors (4.162) est vérifiée.
La démonstration assez immédiate de cette proposition figure a 'annexe A (Sec. A.4,
p. 178).

Reprenant la discrétisation en échelles (4.159) avec l'ondelette DOG (a0 = 1.25), la
nouvelle quantité

4 1 . )
S() = 5777 G Z v; |1, (1, 0)[%. (4.164)
JEZ
a été évaluée. Remarquons que, pour a; = aOQ_%,
Goll) = Tim =2 3" u [0y, 0) (4.165)
T ke 2l 1 & T '

JEZ
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vu que les poids v; discrétisent la mesure continue %.

Par conséquent, une estimation de G(1) est fournie en prenant K grand dans I’équation
précédente. Nous prendrons typiquement K = 10.

La Figure 4.14 présente la comportement de S(I) pour K = 1,2 et 3. Le “trou” de
I’approche précédente a completement disparu. Les oscillations présentes a une voix, sont
presques inexistantes pour K > 2. Le tableau 4.5 le confirme et montre que pour K
croissant, le repere tend vers un repere strict. Le repere semi-continu controlé par Ly est
donc dans ce cas meilleur que le repere classique de la premiere approche. Nous rejoignons
ainsi la remarque faite a la fin de la section 4.1.5.

K| A B | BJ/A
0.7313 | 0.7628 | 1.0431
0.8747 | 0.8766 | 1.0021
0.9242 | 0.9254 | 1.0014
0.9503 | 0.9512 | 1.0009

=~ W N =

TAB. 4.5 — Estimation des bornes A et B en fonction des extrema de S(I) pour plusieurs
valeurs de K.

Reconstruction

Sur base des considérations précédentes, la reconstruction d’une fonction f € L?(S5?)
a l'aide de ses coefficients W;(w) est réalisable en définissant une ondelette duale dans le
formalisme de la premiere approche donné en (4.156).

Proposition 4.16. Soit une séquence d’échelles x = {a; : j € Z, aj > aj1}. Si 1) est une
ondelette azisymétrique telle que, pour deux constantes A, B € R,

A< gu() = 35 v [;(1,0))* < B, VIEN, (4.166)

JET
auquel cas ['ondelette 1) et la séquence d’échelles o sont dites compatibles, alors
fw) = Y v 5« Wi(w), (4.167)
JEZ
avecty; = l;le, et ou ly, est un opérateur de repére discrétisé défini en Fourier par

—

1 Rl m) = g3 (1) h(l,m). (4.168)

La démonstration est en tout point semblable a celle de la proposition 4.15 (Sec. A.4,
p. 178) en y remplacant G, par g,. L’équation (4.167) possede deux interprétations. D’une
part, elle rend compte de l'existence d’une ondelette dualet; permettant la reconstruction
de toute fonction de L?(S?) si la condition (4.158) est respectée. D’autre part, elle présente
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la famille {¢,, ;} comme un repere strict relativement au controle de Iopérateur [, puisque
2J P
(4.167) équivaut a

= vl [y« Wy. (4.169)

JEZL

() (d)

F1c. 4.15 — Décomposition de I'image de Jupiter. (a) Image originale. (b) Approximation
basse fréquence S. (¢) Wi (w). (d) Wy(w). (e) H(w).

La section 2.4.6 nous avait montré qu'’il existe un a € R¥ tel que, pour a € [a, +o00f crois-
sant, le support fréquentiel de I'ondelette 1), cesse de se contracter pour se redéployer sur
les hautes fréquences. Nous proposons donc de compacter toutes les ondelettes présentant
ce comportement en une seule fonction

—1

CLm)I” = Smo D> v |U(1,0)% (4.170)

j=—o00

Cependant, les poids v; devenant particulierement faibles pour les a; importants (ils dé-
croissent comme aj_2), cette fonction est principalement localisée sur les basses fréquences.
Son role peut donc étre per¢u comme celui d'une fonction d’échelle.

Si la fonction f est a bande limitée, c.-a-d. si f € Bg pour une certaine largeur de
bande 3 € N° (Sec. 1.3.3), il peut étre intéressant de définir une fonction résiduelle 7 de la
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maniere suivante

[e.9]

AmP = T dmo > vl 0P, (4.171)

j=J+1

ou J est la résolution maximale telle que le support de @Ej(l ,0) est inclus (numériquement)
a [0, 8[.

A Taide de ces deux nouvelles fonctions, la formule de reconstruction (4.167) se réécrit
J

fw) = 8l + Y vl Wilw) + § « Hlw), (4.172)
=0

avec S(w) = (R ¢ | £),¢=15¢, H(w) = (R n| f) etn=i5h.

Illustration Jovienne

Nous présentons a la Figure 4.15 le résultat de la décomposition d’une cartographie de
la “surface” de Jupiter avec sa tache rouge (Fig. 4.15(a)). La grille équi-angulaire associée
est de taille 512x512 et la bande passante des données a été volontairement tronquée a [ €
[0,255]. En fonction de cet intervalle, il a été établi que 'ondelette DOG est correctement
échantillonnée sur la gamme des j allant de -6 a +6 pour ag = 1.

La Figure 4.15(b) correspond a la partie basses fréquences S(w). Les trois Figures
4.15(c), 4.15(d), et 4.15(e) affichent respectivement W;(w), Wy(w), et la partie résiduelle
H(w) obtenue pour J = 6.

Afin d’illustrer les capacités du repere sphérique semi-continu développé plus haut,
nous décidons d’effectuer une petite transformation des données irréalisable en abordant
une décomposition sphérique purement fréquentielle : I'augmentation des détails visuels
localement au voisinage de la tache rouge de Jupiter.

Pour ce faire, avant de reconstruire I'image sur base de (4.172), les coefficients a ’échelle
la plus fine, c.-a~-d. Wg(w), ainsi que ceux de la fonction résiduelle H(w), sont multipliés
par un masque

M(w) = 1+ ny [RuDyGl(w), (4.173)
ou :

20

¢ G(w) = exp(—tan®§), une gaussienne sur S?,

w' le centre approximatif de la tache rouge,

a’ € R, le parametre d'un certaine dilatation appliquée & G' pour qu’elle couvre la
totalité de la tache,

et ny un facteur de normalisation garantissant que || M|, = 2.
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F1G. 4.16 — Augmentation des détails sur la tache rouge de Jupiter. (a) Image originale. (b)
Masque appliqué a Wg et a H. (¢) Zoom sur la tache. (d) Zoom sur la tache plus détaillée.
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Dans les zones de la sphere ou ce masque est proche de 2, les détails correspondant
sont par conséquent rehaussés (doublés), tandis que la reconstruction est proche de I'image
originale loin de la tache, la ou M ~ 1.

Cette petite expérience est présentée sur la Figure 4.16. L’image originale est affichée
sur la Figure 4.16(a) ainsi que sur la Figure 4.16(c) avec un zoom sur la tache rouge de
Jupiter. La Figure 4.16(b) représente le masque M appliqué a Wg et a H. L’image 4.16(d)
montre pour finir les données reconstruites apres I’application de M. Les détails de la tache
y sont comme prévu améliorés alors que le reste de la sphere est inchangé.

4.5.3 Repere sphérique discret ©
Définition et conditions

Dans cette section, la SCWT est completement discrétisée. Pour ce faire, nous sélec-
tionnons premierement les échelles a comme précédemment, c.-a-d.

a € x=1{a; €RL: a; >ajn, jEL}

Ensuite, nous choisissons les positions sur des grilles sphériques équi-angulaires (Sec. 1.3.3)
de résolution j et de taille 2(3; x 28; (5; € N), c.-a-d.

w € G = {0 pig) €57 : 0= EET ) = & p g € Z[26)]}. (4.174)

Comme expliqué a la section 1.3.3, la grille G; permet la discrétisation de toute fonction
J possédant une largeur de bande f3;, c.-a-d. telle que f € Bg,. Pour rappel, a chaque
résolution j, les latitudes 6;, forment en réalité une grille dite pseudo-spectrale et sont
localisées sur les noeuds d’un polynéme de Chebyshev d’ordre 23; [Boy89, DH94].

En résumé, I'espace de discrétisation total est

M, B) = {(a),wipg) = J €Z, p,q € Z[25)] }, (4.175)

avec wjyg = (0jp, ¢j,) €t pour une certaine gamme de largeurs de bande 3 = {3; e N: j €
Z7}.

Etant donnée une ondelette mere v axisymétrique et admissible sur S?, la famille d’on-
delettes

U = {¢jpq = R, Djb © j €L, p,q € Z26)]} (4.176)

constitue un repere pondéré et controlé par l'opérateur L;l habituel, s’il existe deux
constantes A, B € R* telles que, pour toute fonction f € L*(S?),

AIFIP < Y0 Y viwg, Wilp, gl Wilp.ql < BIIfI% (4.177)

JEZ p,qEL[20;]

- B 5 '
en notant W;[p,ql = (Vip| f), Wilp.q] = (Lw1¢qu|f), et avec wj, = wy’, les poids
de quadrature définis en (1.68). Le produit v;w,, joue ici le méme role que la mesure
42 du(6, o) dans le contexte continu.
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Proposition 4.17. Soit la grille de discrétisation A(x, 3) donnée en (4.175), ¥ une on-
delette azisymétrique et admissible sur S?, et

. dry; 3 .
o = a3 5 Y0 G O1G 0.0 (4179
drv;
K, = [,0 4.179
1 i@%’; T ,0) G5 50,0 (4179)
]
5= X = sup , 4.180
= T .

avec la matrice infinie (X ) ren telle que

2w i (1,1
R = 30 FIE D 1 1) GO 1 0 1(0.0) (4.181)
jEN J
et ¢;(1L1) = (2014 B;) +1)2 (20 + ) + 1)*. Si
0 <90 < Ky < Ky < o0, (4182)

alors W est un repere sphérique pondéré par les poids vw;,, controlé par L;l et de bornes
Ko—0,K1+6.

La démonstration assez algébrique de cette proposition figure a 'annexe A (Sec. A.4,
p. 178). Celle-ci exploite 'orthogonalité jusqu’a l'ordre (; des harmoniques sphériques
discrétisées sur une grille G;. En effet, pour chaque j € Z, la proposition 1.5 nous apprend
que

/2 du(0, ) g(0.0) Y™ (0, ¢) = Z wip 90, 0ia) Y™ (Ojp: 0ja), (4.183)
o P.a€Z[25;]
pour tout g € Bs,. En prenant g = Y avec I < B, nous trouvons l'orthogonalité
mentionnée.

L’évaluation de ||X|| pourrait s’avérer complexe étant donné la dimension infinie de
X. Cependant, en pratique nous travaillons sur des fonctions f € L*(S?) & bande limitée,
c-a-d. f € Bgy,, ou By € N° est la bande passante de f. Par conséquent, ||X|| peut étre
remplacé par la norme de la matrice finie (X))o i<py-

Nous avons estimé les bornes d'un repere d’ondelettes DOG sur base des choix suivants.
Tout d’abord, les échelles ont été discrétisées dyadiquement avec

a; = ap277, (4.184)

pour ap = 1 et j € Z.
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Ko | K 5§ |A=K,—0|B=K, +46] B/A
By =2 0.6691 | 0.7644 | 344.2417 - = —
By =410.7313|0.7736 | 0.0607 | 0.6707 0.8343 | 1.2440
B =810.7313|0.7736 | 0.0014 | 0.7299 0.7751 | 1.0618

TAB. 4.6 — Evaluation de Ky, K; et ¢ sur des fonctions f € L?(S?) de bande passante égal
a 128.

Ensuite, les largeurs de bandes, associées a la taille des grilles supportant chaque réso-
lution 7, ont été fixées par

Bi = B2, (4.185)

pour Gy € N, la bande passante minimale associée a ;. La valeur absolue entourant j
dans (4.185) tient compte grossierement de l'effet présenté a la section 2.4.6, a savoir la
réapparition de hautes fréquences dans les ondelettes v; lorsque ’échelle a; dépasse une
certaine valeur a. Au vu du graphique de la Figure 2.6, a est vraisemblablement proche de
1 pour 'ondelette DOG (a = 1.25).

Le tableau 4.6 présente finalement le résultat de I’évaluation de Ky, K7 et J, ainsi que
celle des bornes des reperes associés, pour des fonctions f € Biog.

Nous constatons que pour [y > 4, la condition (4.182) est remplie. Cependant, un repere
strict ne peut jamais étre atteint lorsque 3y augmente. En effet, si Gy tend vers I'infini, les
grilles sphériques de chaque résolution se raffinent indéfiniment, et nous nous rapprochons
des reperes semi-continus. La section 4.5.2 établit que la discrétisation en échelle a une
voix (K = 1) donne un rapport B/A ~ 1.0431, ce qui constitue par conséquent une limite
inférieure pour le rapport des bornes du repéere discret.

Reconstruction approchée

Comme expliqué abstraitement a la section 4.1.5, le repere d’ondelettes {1);,,} controlé
par L;l permet de reconstruire approximativement une fonction f € L?(S?) lorsque que
les bornes A et B sont proches. Dans ce cas,

f) = 225> D viwiy Wilpa) [Ly (). (4.186)

JEZ p,qEL[2B5]

Supposons que la fonction f soit & bande limitée, c.-a-d. f € Bg,, pour un certain
Om € N. Des lors, f peut étre discrétisée sans perte d’information sur une grille G;, ou
J € N? est la résolution maximale telle que 8; = Su.

Comme dans le cas semi-continu, la fonction résiduelle n définie en (4.171) peut étre
introduite pour capter les hautes fréquences délaissées par la restriction j < J.
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De cette maniere, la reconstruction approchée devient

A+Bf Z Z viw;p W H wypq]()

J=—J p,q€Z[23;]

+ Z Hip, q] [lelnpq](w), (4.187)

P,q€Z[2m]

ot Hlp, q] = (npq | [), et npg(w) = [Rpu,,,) n}(w)-

Remarquons qu’il faudrait normalement définir une fonction résiduelle pour les j < —.J.
Pratiquement, les contributions de ces résolutions sont cependant faibles car les poids
v; o< 227 deviennent rapidement négligeables.

Notons finalement que 'approximation de f par

J
A+LB Z Z vjw;, Wilp, q] L;1¢qu +
J=—J p,q€L[20;]
+ 225 Y, Hlpd Ly'ng, (4.188)

P,q€Z[28Mm]

peut étre améliorée par I'algorithme du gradient conjugué décrit a la section 4.1.3. 11 suffit
pour cela de considérer Lip comme le nouvel opérateur de repere, et d’appliquer les itérations
données en (4.12).

Exemple

Nous proposons maintenant de décomposer et de reconstruire I'image f d’une map-
pemonde (Fig. 4.17(a)). Cette image est définie sur une grille équi-angulaire 256 x 256 et
possede une bande passante Gy = 128.

L’ondelette mere employée pour la décomposition est la DOG (a0 = 1.25). Les para-
metres de la grille A(x, 3) définissant le repere sont ag = 1 et [y = 4, pour des échelles
et des largeurs de bande discrétisées selon (4.184) et (4.185). Compte tenu de la taille de
I'image (Ou = 128), la résolution maximale est J = 5.

Les valeurs W;[p, q] ont été obtenues en calculant W (w, a;) sur la grille maximale G, et
en estimant ensuite les coefficients Wy(w;,q, ;) par interpolation bilinéaire des coefficients
We(wypq,ay) sur la grille G;. Cet artifice est rendu nécessaire par la non-inclusion des
grilles G; dans la grille maximale, c.-a-d. G; € G; pour tout |j| < J.

Les Figures 4.17(b), 4.17(c) et 4.17(d) présentent respectivement les coefficients en
ondelettes Wy |p, q], Walp, q] et Wy[p, q].

Pour la reconstruction approchée de l'image, la fonction Gy ((), intervenant dans la
définition de l'opérateur L, a tout d’abord été estimée a l'aide de (4.165) en prenant
K = 10 voix. La Figure 4.18(b) donne la reconstruction de la mappemonde réalisée par
(4.187) en prenant + 5 = 1.3289 sur base des valeurs du tableau 4.6. La différence f — L, f
entre 'image originale et la reconstruction approchée est donnée sur la Figure 4.18(c). Au
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(c) (d)

F1G. 4.17 — Décomposition d’une mappemonde par un repere d’ondelettes DOG. (a) Image
originale (grille 256 x 256, bande passante § = 128). (b) Wy[p, ¢. (c) Wa[p, q]. (d) Wip, ¢|.
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F1a. 4.18 — Reconstruction d’une mappemonde par un repere d’ondelette DOG. (a) Image
originale. (b) Reconstruction. (c) Différences entre I'image originale et la reconstruction.
(d) Différences entre I'image originale et la reconstruction f®) obtenue par la méthode du
gradient conjugué apres 3 itérations.
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vu des amplitudes de cette différence, la reconstruction Lip f est donc fort proche de I'image
f. Une meilleure approximation peut cependant étre atteinte par ’emploi de ’algorithme
du gradient conjugué. La Figure 4.18(d) présente la différence entre f et I'approximation
f®) obtenue apreés seulement 3 itérations. Les amplitudes de f — f® sont en moyenne
400 fois plus faibles que celles de f — L;, f. Ceci se reflete aussi dans la norme L? de ces
différences : || f — L), f|| ~ 0.48, tandis que ||f — f®|| ~3.97107°.

4.5.4 Conclusions et perspectives

Nous avons présenté des discrétisations de la transformée continue en ondelettes sphé-
rique garantissant la reconstruction des fonctions analysées. Ceci nous a mené a la construc-
tion de reperes sphériques semi-continus et discrets. Dans chaque cas, il est clair que 1'uti-
lisation de l'opérateur de repere continu L, assure un meilleur rapprochement des bornes
des reperes. En outre, pour le repere discret, la géométrie particuliere de I'espace de discré-
tisation spatial a rendu nécessaire I'introduction de poids. Ces derniers permettent alors le
traitement des conditions de repere en Fourier, en les découplant des données analysées.

Au final, les reperes sphériques semi-continus et discrets engendrés héritent des proprié-
tés intéressantes de la SCWT. Le parametre d’échelle, méme discrétisé, possede un sens
géométrique précis grace a I’emploi de la dilatation stéréographique. En outre, cette trans-
formation préserve une éventuelle compacité du support des ondelettes sur S?, propriété
souvent appréciée en traitement de signaux (compression, algorithme rapide, ... ).

Ce point crucial rend nos méthodes complémentaires a celles développées en [FMZ03,
NWO96]. Malgré une décomposition multi-échelle efficace des signaux sphériques, le facteur
de dilatation y est en effet un parametre arbitraire rélié a une transformation fréquentielle
des ondelettes. La localité de ces fonctions en position n’est donc pas garantie, et a fortiori,
non ajustable analytiquement.

Sur un autre front, il serait intéressant d’observer si d’autres discrétisations spatiales
sont possibles pour la réalisation d’un repere d’ondelettes sphérique.
Parmi les grilles équi-angulaires, il existe par exemple la grille

Gy ={(0p00): Op=DZ, @o=0qZ, p.geN, p<2b, q<2b} (4.189)

qui respecte Pinclusion G, C Gap. A cette grille, sont associés les poids de Clenshaw-Curtis
[CC60] permettant également le calcul des coefficients de Fourier jusqu’a ordre | = b — 1.

Un dernier type de grille équi-angulaire est réalisé en prenant les latitudes 6, sur les zéros
d’un polynome de Legendre. Ceci donne lieu aux regles de quadrature de Gauss-Legendre,
ou l'ordre de l'espace fréquentiel est identique a la taille de 1'espace spatial.

Finalement, I'emploi de grilles équi-distribuées, ou chaque point est le centre d'une
cellule de surface constante [CF97, GHR], pourrait aussi étre exploré. Dans ce cas, les
conditions nécessaires a la réalisation d’un repere devront probablement étre traitées spa-
tialement. Ceci permettrait peut-étre d’exploiter pleinement ’expression analytique de la
dilatation stéréographique, ce qui n’est pas le cas avec notre approche spectrale.
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Chapitre 5

Des ondelettes sur la couronne solaire

Les images de I'atmosphere solaire fournies par I'instrument EIT! & bord du sa-
tellite SOHO? sont parmi les images astronomiques les plus riches. La détection
et la classification automatique des phénomenes observés, devenues indispen-
sables par la grande quantité d’enregistrements disponibles, sont des problemes
ardus de traitement d’images auxquels la transformée continue en ondelettes et
ses extensions apportent des éléments de solutions.

5.1 Introduction

Le soleil et les phénomenes naturels qu’il engendre ont de tout temps passionné les
Hommes. Les plus curieux ont recherché au cours des ages les meilleurs instruments et
techniques leur permettant de mieux sonder notre astre, augmentant ainsi la comprehension
de son fonctionnement par les observations récoltées.

Dans ce chapitre nous exposons comment ’approche “ondelettes” présentée dans les
chapitres précédents, apporte une aide appréciable au travail de 'astrophysicien dans sa
compréhension des mécanismes fondamentaux inhérents a l’activité solaire.

Nous commencons par présenter quelques notions de physique solaire, pour ensuite
introduire 1’expérience SOHO/EIT dont est issue la matiere premiere de nos analyses : les
images de la couronne solaire et de la zone de transition.

La transformée continue en ondelettes, et en particulier sa capacité a explorer la régu-
larité locale d'une fonction (Sec. 3.1), est ensuite exploitée pour détecter les traces laissées
par les rayons cosmiques sur les images EIT.

Finalement, une détection et une caractérisation des points brillants (BPs) de la cou-
ronne solaire sont réalisées a I'aide des tubes de mazima [BR95] obtenus avec un repere
isotrope et linéaire d’ondelettes ASF (Sec. 4.4.6).

L Extreme ultraviolet Imaging Telescope.
2Solar and Heliospheric Observatory.
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5.2 Notions de physique solaire

5.2.1 Caractéristiques générales

Le soleil a une masse de 2 10%° kg. Son rayon® R, est estimé & 696 000 km et sa puissance
lumineuse totale actuelle est évaluée & 3.910%0 W. Selon les modeles récents, notre astre
aurait un age de 4.6 milliards d’années et se serait formé par I'accrétion d'un nuage de gaz
composé principalement d’hydrogene et d’hélium.

5.2.2 Structure globale

Le soleil est structuré en différentes zones : intérieur, la photosphére, la chromospheére,
la région (ou zone) de transition et la couronne.

L’intérieur du soleil

Le modele standard du soleil découpe sa structure interne en trois zones sieges de
phénomenes physiques dominants différents.

En premier lieu vient le coeur (ou noyau) ou se produisent les réactions de fusion
nucléaire, comme celle du cycle proton-proton [Phi92], premiere source d’énergie solaire.
Ce coeur s’étend approximativement du centre du soleil jusqu’a un quart du rayon solaire
et sa température estimée est de 15.6 10° K.

Ensuite vient la zone de radiation ou I'énergie produite par le coeur est transportée vers
Iextérieur du soleil par radiation. Cette zone s’arréte vers 0.7 R lorsque les mouvements
de convection prennent le pas sur les processus de radiation dans la diffusion de 1’énergie
du coeur.

La zone de convection commence alors pour se terminer sous la fine photospheére.

La photosphere

La photosphere, littéralement sphere de lumiere, est une couche de gaz de quelques
centaines de kilometres d’épaisseur ou I’énergie transmise depuis le coeur est irradiée prin-
cipalement dans la gamme de lumiere visible et infrarouge. La photosphere caractérise la
surface visible du soleil et le rayon solaire est conventionnellement fixé au rayon externe de
cette couche.

Un des phénomenes visibles les plus caractéristiques de la photosphere est sa granula-
tion. Cette derniere est constituée d'une myriade de cellules de convection séparées de 1000
a 1400 km, chacune ayant une durée de vie moyenne de quelques minutes.

La photosphere contient aussi des taches solaires observables dans le spectre de lumiere
visible. Celles-ci ont une taille maximale de 25000 km. Elles apparaissent comme une zone
sombre (I'ombre), relativement au niveau lumineux ambiant, entourée d’une zone plus

3En réalité, le rayon de la photosphere décrite plus loin.
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claire (la pénombre). Leur température, de 'ordre de 4500 K, est plus faible que celle de la
photosphere (environ 5780 K).

La chromosphere

La chromosphere est une couche tres ténue de la structure solaire. Son épaisseur est
de quelques milliers de kilometres et sa température varie de 4000 K a 10000 K. Sa faible
densité la rend presque transparente a la lumiere produite dans la photosphere. Son obser-
vation est cependant possible dans certaines gammes de longueurs d’onde comme celle de
la raie d’hydrogene H .

La zone de transition

La zone de transition est une interface (thermale) entre la chromosphere et la couronne
solaire. Elle est caractérisée par une élévation soudaine de la température. Celle-ci passe de
quelques milliers de degrés Kelvin a une température avoisinant 10° K sur une trés courte
distance (entre 10 et 100km). Sa géométrie est donc tres morcelée, voire fractale.

La couronne solaire

Au dela de la zone de transition, s’étend la couronne solaire. Sa température est su-
périeure & 10 K. Les raisons physiques de son “chauffage” sont probalement multiples
(dissipation d’ondes magnétohydrodynamiques, reconnections magnétiques, ... ) et restent
actuellement débattues. Etant donné les températures qui y sont atteintes, la couronne
solaire émet du rayonnement X et de l'ultraviolet. Ces gammes de longueurs d’ondes sont
employées pour observer la couronne indépendamment des autres couches solaires (expé-

rience SOHO/EIT, Trace, ...). Nous le verrons plus loin, la couronne solaire est le siege
d’une multitude de phénomeénes physiques (régions actives, trous coronaux, boucles ma-
gnétiques, bright points, ...) tous reliés a la richesse topologique du champ magnétique

ambiant, et & la physique des plasmas?.

5.2.3 Le cycle solaire

L’activité du soleil est régie par un cycle principal, le cycle solaire, de période moyenne
égale a 11.2 ans. Ce cycle s’est manifesté historiquement par les variations du nombre de
taches solaires (nombre de Wolf) ainsi que dans la dérive de leur localisation azimutale
entre les 40°™* paralleles de la sphere solaire [Phi92).

Le maximum d'un cycle solaire est caractérisé par des maxima dans le nombre de
taches solaires et dans le rayonnement électromagnétique solaire. Les cycles solaires sont
comptabilisés depuis 1761 (Tab. 5.1). Nous sommes actuellement (en 2004) dans le 23°m¢
cycle et son maximum a eu lieu en 2001.

4Gaz complétement ionisé.
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Notons qu’au niveau du champ magnétique solaire, le cycle solaire possede en réalité
une période de 22 ans car les poles magnétiques du soleil s’inversent entre chaque cycle de
11 ans.

Date | N” | Date || N° | Date

1761 | 9 | 1848 | 17 | 1939
1770 | 10 | 1860 | 18 | 1947
1778 || 11 | 1872 | 19 | 1958
1788 | 12 | 1884 | 20 | 1968
1804 | 13| 1894 | 21 | 1981
1816 | 14 | 1906 | 22 | 1991
1828 || 15 | 1917 | 23 | 2001
1838 | 16 | 1928 | 24 | (2012)

00 ~1 O UL W N Z

TAB. 5.1 — Dates et numéros des maxima de chaque cycle solaire depuis le début de leur
enregistrement en 1761.

5.3 L’expérience SOHO/EIT

5.3.1 Présentation

FiG. 5.1 — Le télescope EIT embarqué a bord du satellite SOHO au coté de 12 autres
instruments scientifiques.

Depuis le 2 janvier 1996, le télescope EIT ( Extreme-ultraviolet Imaging Telescope, Figure
5.1) a bord du satellite SOHO (Solar and Heliospheric Observatory) observe le soleil dans
quatre bandes passantes centrées sur quatre longueurs d’ondes de l'ultraviolet lointain
(BUV) : 171A, 195 A, 284 A, et 304 A [Del95, Ma97, EIT].
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(d)

FIG. 5.2 — Quatre images enregistrées par le télescope EIT. (a) 304 A, (b) 171 A. (¢) 195 A.
(d) 284 A. Les couleurs sont purement conventionnelles.



128 Chapitre 5. Des ondelettes sur la couronne solaire

Celles-ci ont été sélectionnées pour leurs correspondances avec les raies d’émission do-
minantes des atomes de fer et d’hélium ionisés, respectivement, Fe IX-X, Fe XII, Fe XV et
He IT°

L’observation du soleil a ces différentes longueurs d’ondes revient au premier ordre a
analyser les régions de ce dernier atteignant les températures nécessaires a la production
des raies d’émissions associées.

Les raies 171 A, 195 A, 284 A permettent I'observation de trois régimes en température
dans la couronne solaire, tandis que la quatrieme revele la région de transition. Ces corres-
pondances sont résumées au tableau 5.2 ou la longueur d’'onde de chaque classe d’images
est mise en relation avec la région solaire observée et avec la température caractéristique
de cette derniere.

Longueur d’onde Raie Température Région solaire Convention de Couleur
171 A Fe IX-X 110 K Couronne Solaire Bleu
195 A Fe XII 1.610° K Couronne Solaire Vert
284 A Fe XV 210° K Couronne Solaire Jaune
304 A He II | 210* — 810* K | Région de transition Rouge

TAB. 5.2 — Relation entre longueur d’onde, raie(s) d’émission, température, région solaire
et couleur (conventionnelle) des images EIT.

5.3.2 Acquisition des images

Le télescope EIT suit le schéma optique de Ritchey-Chrétien. Il est composé de deux
miroirs hyperboliques subdivisés en quatre quadrants. Chacun d’eux est le résultat de dé-
positions successives de fines couches de molybdene-silicium dont 1’épaisseur totale extrait
par réflection la longueur d’onde désirée. Un filtre rotatif sélectionne par masquage le qua-
dran servant & I'observation solaire. Une caméra CCD® enregistre finalement 1’ensemble de
I'image en transformant le flux lumineux en charges électriques a raison de

12398
N = — 5.1
</ 3.65)\ (5-1)
électrons par photon, avec A la longueur d’onde exprimée en A. Cette caméra rend en sortie
un signal établi sur 14 bits, chaque nombre digital” (DN) correspondant & 'enregistrement
de d = 16.7 électrons (constante de numérisation ou digitization constant). Sur base de
N,,., le nombre de photon par DN, noté N = dNe_/i, est donc calculable pour chaque

v/D
longueur d’onde (Tab. 5.3).

La notation en chiffres romain provient de la spectroscopie. Elle correspond au nombre d’électrons
enlevés a I'atome associé moins une unité. Fe XII équivaut ainsi a 'atome de fer 11 fois ionisé, c.-a-d.
Fellt

6Charge-Coupled Device.

"Autrement dit, la distance entre deux nombres consécutifs du codage.
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N | 171A | 195A | 284 A | 304 A
N 1.19 | 1.04 | 0.72 | 067

/DN

TAB. 5.3 — Le nombre de photons par DN en fonction de la longueur d’onde.

En mode synoptique, EIT observe la totalité du disque solaire dans les quatre longueurs
d’onde a raison d'une image 1024 x 1024 codée sur 14 bits (image FF/FR pour Full Field
of view/Full Resolution) approximativement toutes les 6 heures (quatre par jour). Chaque
pixel équivaut a une taille angulaire de 2.6” x 2.6” sur des images EIT FF/FR observant
ainsi une zone de 45’ x45'.

En mode “CME® Watch”, la cadence d’enregistrement peut devenir plus élevée (jusqu’a
une image toutes les 10 & 15 minutes) avec une résolution souvent dégradée de moitié.

Les images EIT sont soumises a deux types de bruits supposés indépendants : un bruit
Poissonnien issu du comptage des photons (shot noise) et de variance proportionnelle a
I'intensité de 'image, et un bruit de lecture de la caméra CCD de variance constante.

5.3.3 Conventions

Les images enregistrées par EIT sont conventionnellement scindées en trois zones : le
disque solaire (ondisk), la partie hors-disque (offdisk) et le limbe.

La premiere est définie par un disque centré sur le centre du soleil et de rayon égal a
95% du rayon apparent R de ce dernier?.

La seconde correspond a la zone extérieure a un disque centré sur le soleil et de rayon
égal a 105% de Rg.

Finalement, le limbe est a l'interface des deux premieres parties.

5.3.4 Objectifs

Depuis l'acquisition de sa premiere image en 1996, EIT a enregistré plus de 170000
images dans les quatre longueurs d’onde précitées et selon différents modes (Tab. 5.4).

304A | 171A | 195A | 284 A

FF/FR | 9563 | 5581 | 61858 | 5596
FF/HR | 3307 | 2479 | 38437 | 1415

TAB. 5.4 — Nombres d’images enregistrées par longueur d’onde depuis 1996 (jusqu’en 2001).
FF : Full field of view (45" par 457). FR : Full Resolution (1024 x 1024 pixels). HR : Half
Resolution (512 %512 pixels) [HCV00].

8Coronal Mass Ejection.
YR étant le rayon solaire apparent.
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Il est par conséquent devenu impossible d’analyser I’ensemble de ces photographies “a
I'oeil nu”, et des techniques automatiques de détection d’évenements solaires, tels ceux
décrits a la section 5.3.5, doivent étre mises sur pied.

C’est le passage obligé pour observer 1’évolution du soleil sur le long terme et pour espé-
rer classifier, modéliser et comprendre I’ensemble des phénomenes physiques apparaissant
dans les enregistrements.

Nous voyons dans les sections suivantes comment la transformée en ondelettes prise
comme un outil de traitement d’images s’associe a cette objectif.

5.3.5 La couronne solaire vue par EIT

Les observations transmises par EIT ont confirmé 'idée que les phénomenes physiques
apparaissant dans la couronne solaire et dans la zone de transition sont issus principalement
de l'activité magnétique solaire et de son influence sur les plasmas coronaux.

Afin de faciliter la lecture des sections suivantes, voici un glossaire de la plupart des phé-
nomenes observés sur les images EIT classés (approximativement) par taille caractéristique
croissante.

Filaments Les filaments (ou protubérances) sont des régions froides et denses de la
couronne solaire soutenue dans la gravité solaire par un fort champ magnétique. Leur
observation est possible en émission sur les images EIT a 304 A, et en absorption aux
trois autres longueurs d’onde. En dehors du disque solaire, celles-ci apparaissent brillantes,
tandis qu’elles correspondent a des fibres sombres sur le disque. Ces objets peuvent tres
rapidement présenter un comportement instable et mener a des éruptions de la taille du
rayon solaire.

Spicule Une spicule est le nom donné a de petits jets de matiére (gaz) en provenance
de la chromosphere le long des lignes de champ magnétique orientées radialement. Bien
que pénétrant dans la couronne solaire, leur température caractéristique est celle de la
chromosphere (< 10° K). Leur durée de vie moyenne est d'une dizaine de minutes.

Réseau magnétique Le réseau magnétique (magnetic network) est engendré par des
flux magnétiques de petite échelle issus des mouvements de convection du manteau solaire.
Il en resulte un aspect texturé “granuleux” des images EI'T enregistrées en 304 A. Les lignes
de champ magnétique sont rassemblées au bord des cellules de convection et, par leurs
interactions, engendrent 1’échauffement du plasma dans la chromosphere et la couronne.
Ce réseau contient d’inombrable boucles magnétiques de faibles tailles.

Brightenings Les brightenings (ou micro-flares) sont des évenements de petite échelle
(parfois presque ponctuels relativement a la résolution des images) et de durée de vie
variable (de quelques minutes a quelques heures). Leur apparition supposée est issue d’un
changement de topologie magnétique conduisant a un niveau d’énergie plus faible. Les
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brightenings sont visibles dans toutes les images EIT méme s’il n’est pas certain qu’ils
appartiennent tous a la méme classe.

Flares Un flare est une explosion lumineuse tres breve et tres énergétique dans une région
active. Un flare est parfois accompagné par la propagation d’une onde de choc dans son
environnement proche (onde de Moreton [Phi92]). Apres un flare, le champ magnétique se
redistribue dans la région active sous la forme d’une rangée de boucles magnétiques (post
flare loops).

Points brillants (BPs) Les points brillants (ou BPs, pour bright points) sont caracté-
risés par une augmentation du flux lumineux sur une zone tres localisée de la couronne
solaire. Leur taille moyenne avoisine les 30”7 a 40”7, sans excéder toutefois 607, soit moins
de 23 pixels sur une image EIT FF/FR. Les BPs sont principalement localisés dans les
régions de couronne calme (Quiet Corona) et dans les trous coronaux. Ils apparaissent
au-dessus de zones magnétiques bipolaires de la chromosphere. A ce titre, un point brillant
est une région active de tres faible taille. La durée de vie d'un BP est inférieure a deux
jours [ZKWO1].

Boucles magnétiques Les boucles magnétique sont des lignes de champ connectant
des zones de polarités magnétiques différentes. Bien que leur nature exacte soit sujette a
controverse, elles sont vraisemblablement remplies de plasma a des températures typiques
de la couronne solaire, c.-a-d. de 'ordre de 10° K, ce qui les rend visibles dans les longueurs
d’ondes de I'ultraviolet lointain.

Régions actives (AR) Une région active (AR pour active region) présente une grande
augmentation du rayonnement EUV dans les images EIT. La taille typique d'une AR
commence a 10% du rayon solaire (de 'ordre de 40 pixels). Elle contient de la matiere
a haute température (~ 10° K) localisé dans les boucles magnétiques apparaissant dans
les zones de forts champs magnétiques. Les régions actives sont généralement localisées
au-dessus des taches solaires présentes dans la photosphere. Elles apparaissent dans deux
bandes de latitude qui se rapprochent statistiquement de 1’équateur avec 1’évolution du
cycle solaire (latitude minimale au maximum du cycle).

Trous coronaux Les trous coronaux correspondent a des zones de faible intensité lumi-
neuse sur les images EIT (171 A, 195 A et 284 A) Ces zones sont plus froides comparati-
vement au reste de la couronne solaire. Ceci s’explique par la présence de lignes de champ
magnétique ouvertes qui induisent un transfert rapide de I’énergie vers l'espace interpla-
nétaire. Au minimum du cycle solaire, il existe deux trous coronaux localisés aux poles et
donnant lieu a une configuration dipolaire du champ magnétique global. Avec I’évolution
du cycle solaire, la rotation différentielle de I'équateur tord longitudinalement ce champ
magnétique, modifiant en méme temps la morphologie des trous coronaux. Au maximum
du cycle, ces derniers ont une structure tres torturée et s’observent jusqu’a I’équateur.
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Couronne calme La couronne calme (ou quiet corona) est la zone de la couronne solaire
localisée en dehors des régions actives et des trous coronaux. Hormis 'apparition de BPs,
cette zone est assez homogene.

5.3.6 Réponse lumineuse des phénomeénes coronaux

Phénomene Température | Réponse (DN /s)
(10° K) 195A

Plume (base) 1.35 )50

Trou coronal 1.3~ 14 (+)20

(X ray) Bright Point 1.8 (175

Couronne calme - )55

Région active 2.5 $)100

TAB. 5.5 — Réponse théorique de EIT a différents phénomenes solaires a 195 A. & Valeur
observée dans [Ma97]. *)Valeur observée dans [ZKWO01]. ®Valeur employée dans [NHK03].

Grace aux longueurs d’onde sélectionnées pour 1'observation du soleil, EIT est capable
d’observer ce dernier dans une gamme de températures s’étalant de 6 10* K & 3 10% K. Sur
base de la physique des plasmas et des connaissances actuelles des phénomenes solaires
décrits a la section 5.3.5, la réponse théorique de EIT a ceux-ci est calculable dans les
différentes longueurs d’onde [Del95] (Tab. 5.5). En outre, plusieurs articles permettent
d’affiner ces estimations par des valeurs expérimentales postérieures au lancement de SoHO.

5.3.7 Estimation du niveau de bruit

Nous avons vu a la section 5.3.2 que le bruit accompagnant les images EIT se scinde

en un bruit Poissonnien e, issu du comptage des photons et de variance proportionnelle a

I'intensité de 'image, et un bruit de lecture de la caméra CCD ¢, de variance constante,
c.-a~d.

€ = € +6. (5.2)

Il a été établi [Def99] que la déviation standard o de e suit la loi

g = \/N'y/DNIp —|—27, (53)

ou I, est I'intensité (hypothétique) de I'image non bruitée, et N, /px le nombre de phtons
par DN sur chaque pixel de la caméra CCD (Tab. 5.3).

Un estimateur de o peut étre obtenu en employant par exemple un filtre médian de
I'image bruitée I comme estimateur de /,,. Autrement dit, en calculant

MLI(Zn) = med (%), (5.4)

(p,9)€BL(m,n)
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avec Ty, = (m,n) et Br(m,n) = [m — L,m + L|x [n — L,n + L], un voisinage carré de
largeur 2L + 1 (L € N) du point Z,,,.
Dans ce cas, une estimation o, de o est définie selon

Oe = \/N’y/DN MLI+27 (55)

55
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F1G. 5.3 — Estimation du niveau de bruit d’une image EIT (171 A) 1024x1024. (a) Image
originale. (b) Niveau de bruit en DN estimé a partir de (5.5) pour L = 1.

5.4 Sur la trace des rayons cosmiques -

Les images enregistrées par I'instrument EIT a bord du satellite SOHO dans 'ultraviolet
lointain (EUV) présentent un bruitage additionnel particulier différent de celui décrit a la
section 5.3.2.

Il s’agit du parasitage cosmique issu de l'impression de la caméra CCD de EIT par
des particules de haute énergie (protons) en provenance du vent solaire ou de sources non
définies dans notre galaxie.

Lorsque ceux-ci interagissent avec EIT, une partie de leur énergie se dépose sur I'enre-
gistrement des images solaires donnant lieu a des traces cosmiques'®. Une telle trace peut
présenter des formes variables dépendant de la trajectoire du rayon cosmique impliqué.

En effet, lorsque I'angle d’attaque de ce dernier sur la caméra est important (proche de
90°), une tache blanche localisée sur quelques pixels apparait sur I'image (Figure 5.4(b)).

Par contre, si cet angle est faible, la déposition d’énergie s’effectue sur une plus grande
distance générant un trait brillant de longueur variable (Fig. 5.4(c)).

Autrement dit, I'instrument EIT agit comme un détecteur de protons, génant du méme
coup les astrophysiciens s’occupant de physique solaire.

ONommeées Cosmic Ray Hits en anglais.



134 Chapitre 5. Des ondelettes sur la couronne solaire

()

Fi1G. 5.4 — Traces cosmiques sur deux images EIT 284 A. En haut, exemples de traces
cosmiques. A droite, quelques traces cosmiques sont pointées sur un zoom de 'image de
gauche. En bas, un exemple de trait cosmique.
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Il existe de nombreuses techniques permettant la suppression de traces cosmiques sur
des images astronomiques. Nous pouvons distinguer parmi celles-ci deux grandes classes
[Dok01] :

e les méthodes a expositions multiples, opérant sur plusieurs images enregistrées sur
des temps proches;

e les méthodes a exposition unique, tirant parti de I'information d’une seule image.

La premiere classe tient compte du fait qu'une trace cosmique apparait rarement deux
fois au méme endroit sur un nombre restreint d’observations rapprochées, alors que 1’objet
physique étudié varie assez peu sur cette méme séquence temporelle [Zha95].

Dans la seconde catégorie, une seule observation est analysée et épurée de ces traces
cosmiques. Les particularités de celles-ci sont alors exploitées pour les distinguer des autres
événements observés (étoiles, galaxies, objets solaires, ...). Dans [Pyc04], les traces cos-
miques sont détectées au moyen d’histogrammes en intensité réalisés sur des portions de
I'image totale. La décorrélation mentionnée précédemment s’y manifeste par la présence
d’ilots liés a ces traces. Dans [Dok01], la détection s’effectue sur la convolution de I'image
analysée par un chapeau mexicain de taille minimale. En tirant parti du caractere sin-
gulier des traces cosmiques, ce procédé permet leur localisation indépendamment de leur
morphologie.

Nous proposons dans cette section une nouvelle approche de détection de traces cos-
miques a partir d'une seule image. Celle-ci améliore une technique rudimentaire de traite-
ment d’image, & savoir le o-seuillage'’ [Pyc04], en lui ajoutant une analyse de régularité
Hoélderienne locale (Sec. 3.1.2).

5.4.1 Caractérisation et algorithme "

Pour étre observable, une trace cosmique sur une image EIT doit premierement dépas-
ser de plusieurs fois le niveau de bruit ambiant relativement au comportement moyen de
I'image.

Dans une premiere phase, la détection de traces cosmiques peut étre réalisée par un
o-seuillage. Soit I une image EIT contenant un bruit Poissonnien et un bruit de lecture
décrits a la section 5.3.2. La formule (5.5) fournit un estimateur o, de la déviation standard
du bruit total, a savoir

Oe = \/N'y/DN MLI“‘Q?,

ou My est un estimateur de I'image non bruitée. Ce dernier est le résultat d’un filtrage
médian de I de taille L € N réalisé par (5.4). Selon la caractérisation précitée, les traces
cosmiques appartiennent a I’ensemble

Seol) = { Zpn o ([(Znn) — IMLI(Zn)) = Ko 0e(Zonn) T, (5.6)

1 Ou o-clipping.
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pour une certaine constante ro € RY fixant le niveau de seuillage. Outre les traces cos-
miques, il est clair que I'ensemble Y, (I) contient d’autres objets solaires significatifs au
sens du seuillage appliqué (flares, pics d’intensité en régions actives, bright points, ...). Il
faut donc raffiner la (pré)sélection réalisée.

Remarquons que I'enregistrement d’une trace cosmique est fort différent de celui inter-
venant pour les photons EUV solaires. Les pixels “briilés” par la déposition d’énergie d'un
rayon cosmique présentent des valeurs indépendantes (décorrélées) des valeurs des pixels
voisins. A 'inverse, un évenement solaire tres ponctuel sera enregistré sur I'image avec une
certaine résolution propre a l'instrument, et la hauteur d’un pixel sera corrélée a celles des
pixels voisins. La limite en résolution et les imperfections de l'instrument d’observation
sont en effet modélisées par une fonction, la PSF (Point Spread Function). 1’enregistre-
ment d’une image correspond alors a la convolution de I'image hypothétique obtenue par
un instrument parfait avec cette PSF.

Une analyse de régularité Holderienne locale de I'image I (Sec. 3.1.2) permet dés lors de
distinguer un trace cosmique d’un événement solaire [ADH02]. L’exposant de Holder h; du
premier type d’objet est en effet proche de celui d’une singularité ponctuelle (h; = —2) ou
de celui d’une droite (h; = —1). Par contre, un objet solaire, plus régulier vu la corrélation
entre pixels introduite par la PSF, possede un exposant de Holder plus élevé.

Pratiquement, nous calculons la régularité Holderienne locale de I de la maniere sui-
vante. Etant donné I'ondelette chapeau mexicain presentée a la section 2.3.4, nous fixons
premierement une séquence de N, échelles {a; : j € Z[N,|,a; < aj+1}, ot ag = @, 'échelle
minimale permise par la discrétisation de l'image (ap ~ 1.1). Pour chacune de ces échelles,
les coefficients en ondelettes Wi (%, a;) sont ensuite calculés.

L’exposant de Hélder local A est alors estimé par

7 1 M, ; _’mn —1 M, ; _»mn
h,](fmn) — max 0g l7]+1('r ) 0g l,](']: >’ (57)
FE[0,Na—1] loga;y1 — loga;
ou
th(fmn) = max |W1(qu, aj)|- (5.8)

(p,q)€Bi(m,n)

L’emploi des M ; stabilise le comportement de h; vis a vis du bruit. En outre, il tient
compte de la définition de l'exposant de Holder d'une singularité (distribution), lequel
n’est valable que sur un voisinage de cette derniere (Sec. 3.1.2). La largeur [ sera par la
suite fixée a 1, donnant lieu a des B; de taille 3 x 3.

Gréce 4 la détermination de hy, nous redéfinissons Uensemble X, (I) par

ZH(I) = { fmn : (I(fmn) - Ie(fmn)) = /‘f(ill(fmn)) Ue(fmn)a Bl(fmn) <0 }a (5'9)

ol le niveau de seuillage x est maintenant fonction de la régularité détectée.

Si des objets solaires possedent une régularité négative malgré la corrélation entre pixels
introduite par la PSF, nous pouvons raisonnablement penser que ces objets sont d’autant
plus nombreux qu’ils sont réguliers. Par conséquent, le seuillage réalisé dans la définition
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de ¥, (1) doit étre plus important pour les h; < 0 se rapprochant de 0. Nous choisissons
par conséquent

2
k(u) = Tal Kp, (5.10)
ol K, € R est le niveau de seuillage des singularités ponctuelles (u = —2).

Apres la détermination de X, (1), il est possible d’épurer I'image I de ces traces cos-
miques en définissant

T(= - [ LI](fmn)a si fmn € EH(I)7
[(Fmn) = { I(Zn), sinon. (5-11)
Le processus peut également étre itéré afin de supprimer les traces cosmiques partielle-
ment gommées lors du passage de I & I. Autrement dit, en posant 1(®) = I, nous définissons
la récurrence
](k—i—l)(f ) _ [ML](k)](fmn)a si fmn € Zn([(k))a

" _{ I(k)(fmn)a sinon. (512)

5.4.2 Résultats U

Les techniques précédentes ont été appliquées a une image EIT FF/FR de 284 A enre-
gistrée le 27 décembre 1999, soit a un peu plus d'un an du maximum du cycle solaire 23
(Tab. 5.1). Dans cette longueur d’onde, le parasitage cosmique est clairement visible (Fig.
5.5(a) et Fig. 5.5(b)).

Pour nos calculs, nous avons fix¢ L = 2 lors du filtrage median de I, avec un niveau
de seuillage x, = 2. L’exposant de Holder local h; a été évalué a l'aide de 5 échelles
sélectionnées logarithmiquement entre ag = 1.1 et a4 = 2.

Le résultat de la détection, c.-a-d. I'ensemble ¥, (I), est affiché sur la Figure 5.5(c)
en correspondance avec le zoom de la Figure 5.5(b). L'image reconstruite est donnée a
la Figure 5.5(d). La plupart des traces cosmiques les plus singulieres y sont clairement
nettoyées.

Le o-seuillage classique (kg = 2) est comparé avec les points de ¥, (1) (k, = 2) a la
Figure 5.6 sur un zoom de l'image précédente. Celui-ci présente des regains d’intensité
lumineuse associés a la dynamique des zones actives (AR). Sur la Figure 5.6(b), les points
noirs sont détectés par les deux méthodes, tandis que les points gris sont sélectionnés
uniquement par le seuillage classique. Cette figure montre clairement que les objets solaires
retenus par cette méthode sont supprimés avec I’analyse de régularité.

En itérant le processus, le nombre de points appartenant & X,,(I*)) décroit rapidement
avec k : de 948 points en k = 1, seul un point subsiste pour £ = 4. La Figure 5.7 présente
I’évolution de I®) sur une partie de I'image originale. Un trait cosmique d’une dizaine de
pixels est présent au milieu de la Figure 5.7(a). Pour k£ = 3, la Figure 5.7(c) montre que ce
trait a quasiment disparu par rapport a la premiere itération (Fig. 5.7(b)).
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()

Fic. 5.5 — Détection et suppression de traces cosmiques sur une image EIT 284 A. (a)
Image originale. Les contrastes ont volontairement été augmentés avec une égalisation
d’histogramme. (b) Zoom sur cette image. (c¢) Traces cosmiques détectées. En noir, les
points de X, (I) pour x, = 2. (d) Image nettoyée.
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(b)

Fia. 5.6 — Comparaison entre un o-seuillage classique et X, (7). (a) Zoom sur I'image
originale. (b) Les points gris et noirs sont détectés par un o-seuillage classique (ko = 2).
Les points noirs appartiennent a ¥.(1) avec , = 2.

(a) (b) ()

F1a. 5.7 — Nettoyage de traces cosmiques sur plusieurs itérations. (a) Image originale. (b)
Résultat apres 1 itération. (c) Résultat apres 3 itérations.
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5.5 Détection de Points Brillants -

Parmi les objets caractéristiques apparaissant sur les images de la couronne solaire
enregistrées par l'instrument EIT, existent les points brillants, ou BPs. Comme mentionné
a la section 5.3.5, ceux-ci sont associés a une augmentation locale du flux lumineux sur la
couronne calme ou sur les trous coronaux.

Les difficultés rencontrées lors de la détection des BPs sont multiples. Premiérement,
ces objets reposent sur des fonds lumineux moyens variables. Les BPs de la couronne
calme s’élevent ainsi au dessus d’une intensité moyenne de l'ordre de 75DN, alors que
cette derniere chute sous les 35 DN pour les BPs associés aux trous coronaux.

Deuxiemement, les BPs ont des formes, des intensités et des tailles variables, et pré-
sentent, dans la limite de résolution de l'instrument, une structure interne contenant
des boucles magnétiques miniatures relativement a celles présentes dans les zones actives
[UDMO04].

Finalement, les images EIT résultant de I'observation d’objets tridimensionnels, les BPs
sont souvent enfouis dans d’autres phénomenes physiques, comme par exemple des grandes
boucles magnétiques diffuses de zones actives (AR) avoisinantes (canopy).

Un certain nombre de travaux ont déja été réalisés afin de détecter et de classifier
les BPs. Leur statistique d’apparition au cours du cycle solaire a ainsi été étudiée dans
[HCV00, HJZ02], tandis que I’évolution temporelle individuelle de ces objets a été analysée
entre autre dans [ZKWO01, UDMO04]. Cependant, bien que donnant des résultats physiques
intéressants, les techniques de traitement d’images employées lors de la sélection des BPs
sont généralement trop simples (seuillage en intensité, filtrage médian, relevés visuels, ... ).

Dans cette section, nous nous inspirons des travaux de Bijaoui sur la détection d’étoiles
dans des amas galactiques [BR95, BSR96] pour réaliser la détection et la caractérisation
des BPs a l'aide d'un repere semi-continu d’ondelettes isotropes du plan. Nous verrons en
particulier comment extraire certains parametres physiques importants des BPs, comme
leur intensité maximum, le fond lumineux sous-jacent, leur taille, ou leur anisotropie, a
partir de I’analyse multi-échelle d’'une image EIT.

5.5.1 Approche continue "

Probleme a un objet. Modélisons premierement un BP par une gaussienne centrée sur
I'origine de taille 7 > 0 et d’amplitude v > 0 sur un fond constant de hauteur h > 0, c.-a-d.
f2
F
Si nous calculons les coefficients en ondelettes (en normalisation L) de cette image avec
une ondelette isotrope, le fond h n’exerce aucune influence sur ceux-ci et nous obtenons

Wi(b,a) = /R 2 deI(g?)wg’a(f) (5.14)

I(¥) = h+uexp(—=). (5.13)

- x /T
_ U/R it oxp (— 55) B0

). (5.15)
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Pour I'ondelette DOG (Sec. 2.3.4)
@D(f) = ga(f) - gl(f)> (516)

— 72 .
avec a > 1 et g, (%) = ﬁ exp —3.3, nous pouvons calculer analytiquement

Wi(b,a) = ur? <7+ exp (— m) B
1 52
212 OXp ( - W )) (5.17)

Il est clair que pour toute échelle a € R’ , W; possede un maximum local en I'origine. En

outre, en fixant b = 0, nous trouvons

(Wi(0,a)] = u@ﬂéziggx;;iT%. (5.18)

Ceci permet de constater que |W;(0,a)| a une valeur maximale en a = % T égale a

a—1

— (5.19)

Wi0,=r) =

En réalité, par le principe de covariance sous dilatation (Sec. 2.3.2), quelle que soit
'ondelette isotrope choisie, |W;(0,a)| affiche toujours un maximum en ¢,7 avec g, €
R, fonction uniquement de l'ondelette. En effet, en supposant que ¢ est une fonction a
décroissance rapide'?,

. ~ . 2 — — * f
fm (Wi@a) = lm | dF 1@ F ()
9 a’i?
_ I; . N %[ =
iy [ e (25 o
- [ ¢re@
R2
et
. ~ . 2 = f2 1 * f
lim [W;(0,a)] = lim &7 exp (— =) U (=)
a—00 a—00 [p2 T a
)
= lim d*7 exp (— x_z) % [4*(0) + O(a™'7) ]
a7 JR? T
1 o .
= Jim o / &7 exp (= 25) 0(0)
= 0.

12 Autrement dit, dans les notations du chapitre 1, ¥ € Q.
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Des lors, |[W;(0,a)| > 0 posséde un maximum sur R.. Supposons que ce dernier soit localisé
en a,. Par la covariance sous dilatation de la transformée continue en ondelettes (Sec. 2.3.2),

Wi, (0,a)] = AW (0.2 "a)], (5.20)

avec I\(Z) = A72I(A71Z), I'image d’une gaussienne de taille A7 pour A € R*. Par consé-
quent, ay, = Aa,, et a; = g, 7, pour une certaine valeur g, fonction uniquement de la
forme de 'ondelette .

Probleme a N objets. Supposons maintenant étre en présence de N € N points brillants
modélisés par

N —
. 3 (7 — )
I([lf) = h+ — U eXp—W, (521)

ol &1, € R? et u;, > 0 sont la position et 'amplitude de chaque BP.

Il est clair que ces gaussiennes interagisent au sein des transformées en ondelettes a
mesure que ’échelle a augmente. Pour tenir compte de cet effet, et plutot que de rester a
la “verticale” de chaque gaussienne, c.-a-d. localisé en @y, il est préférable de se placer sur
les lignes de maxima définies comme suit.

—

Définition 5.1. Une courbe {(b(a),a) : a € A C R%} est une ligne de maxima dans
Uespace des paramétres R* x R de Wy si la fonction b: A — R? est continue sur A et si,
pour chaque a € A fixé, |Wi(b,a)| est localement mazimum en b(a).

Cette définition n’est rien d’autre qu'une généralisation bidimensionnelle des lignes de
maxima utilisées pour détecter et caractériser les singularités unidimensionnelles [Mal98,
MH92, Tor95].

En outre, ces lignes convergent nécessairement vers les positions Z;, lorsque a tend vers
0. En effet, prenons 'ondelette chapeau Mexicain. Celle-ci correspond au laplacien d'une
gaussienne (Sec. 2.3.4), c.-a-d.

V) = () = (2 ) exp(—2) (5.22)
Par conséquent, avec cette ondelette,
Wib.a) = (Ixta)(b) = a®Al % g.)(b) (5.23)
A la limite,
Tim a”Wi(a) = A lim (15 6,)(0) (5.24)
= Al %6)(b) 5.25)
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ou limite et laplacien ont été permutés grace a la régularité de la convolution. Puisque ATl
est maximal aux points de courbures extrémes, et, a fortiori, au sommet de gaussiennes, il
en est de méme pour Wy lorsque a tend vers 0.

Ce résultat reste valable pour toute ondelette isotrope possédant au moins deux mo-
ments nuls. En effet, en supposant ¢ € C2, puisque @(O) =0et ﬁzﬂ(()) =0,

U(E) = [|K]°$(0) + O(I]1), (5.27)
pour ||k]| < 1 et avec ¢ = iA@E. Des lors,
da(k) = @[|k|* $(0) + O(a'E"), (5.28)
allkl<1

et

a—0Tt a—0Tt

lim ¢ 2W;(b,a) = lim a‘2/ 2k (k) ¢*(ak) eiF
R2

a—0t

— lim [ &% I(F) (JF))? $0) + O(a®kY)) & *P
R2

= lim $(0) / A2k ||k)12 1(E) eFP
a—0* R2
= —0(0) AI(b),
en employant (2.59). Par conséquent, lorsque a tend vers zéro, 'ondelette v, agit comme
I'opérateur laplacien sur I.
Des lors, dans le modele (5.21), pour chaque gaussienne localisée en Zj, nous pouvons
associer une ligne de maxima r, = {(bx(a),a) : a € Ay C R} telle que lim, o+ b (a) = @

Pour fixer les idées, I'ondelette employée dans la suite de cette section sera toujours
I'ondelette DOG. Supposons que les positions et les tailles des gaussiennes présentes dans
(5.21) soient inconnues. Pour estimer celles-ci sur base de la seule information de I, nous
proposons donc d’appliquer la méthode a un objet sur chaque courbe 7.

Autrement dit, 7, sera estimé par 7, = dy Lap = Vaag, ou ai est un maximum local de

pr(a) = [Wi(be(a), a)l, (5.29)
la restriction des coefficients en ondelettes & la k°™° ligne de maxima.

Pour l'estimation des positions Z) des gaussiennes, deux possibilités existent. Nous
pouvons soit estimer celles-ci dans une approche ponctuelle en prenant la valeur limite pj,
de by (a) lorsque a tend vers zéro, c.-a-d.

P = lim by(a). (5.30)

a—07t
La méme démarche est employée pour la recherche de singularités ponctuelles dans un
signal ou une image a partir de lignes de maxima [MH92].
Nous pouvons aussi prendre la position du maximum, c.-a-d. gk(ak). Dans ce cas, la
position détectée sera éventuellement a rattacher a un groupement de gaussiennes proches
interagissant au gré des échelles. Nous parlerons alors d’approche ensembliste.
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Fic. 5.8 — (a) Répartition aléatoire de gaussiennes de différentes largeurs prises aléatoire-
ment dans l'intervalle [4, 10]. L’image a une taille 256 x 256 et contient 58 gaussiennes de
hauteur u = 1. La hauteur du fond est h = 1. (b) La méme image avec sur-impression de
cercles localisés sur les centres ), de rayon égal a 7.

Test sur une image académique. Pour tester les méthodes de caractérisation de gaus-
siennes présentées a la section précédente, nous avons créé une image académique constituée
d’une répartition aléatoire de gaussiennes. Celles-ci ont des tailles variables prises dans I'in-
tervalle [7,,, = 4, 7y = 10] C R%.. Leurs amplitudes uy, et le fond h ont été fixés a 1. L’image
finale, présentée sur la Figure 5.8, a une taille 256 x 256.

Nous avons ensuite calculé la transformée continue en ondelette avec 1'ondelette DOG
(o = 1.25) en normalisation L'(R?) pour une séquence de 64 échelles réparties logarithmi-
quement dans 'intervalle [a,, = 1, ay = 60], ot a,, = 1 est une échelle minimale respectant
I’échantillonnage de 9, sur la grille de I'image (Sec. 2.3.5). Ces valeurs permettent a priori
la détection de toutes les gaussiennes puisque a,,, < % T €6 apr > ﬁ M-

Pour chaque échelle a, les positions by(a) des maxima locaux du module \W;(b,a)| ont
été calculées. Cependant, étant intéressé par les lignes de maxima érigées sur les sommets
de gaussiennes, seuls les maxima associés a des zones de courbure négative de l'image
lorsque a tend vers 0 ont été conservés. Puisque

=,

lim, a*Wi(b,a) = — ¢(0) AI(b),
avec ¢(0) = i[A@ZJ] (0) = (1 — @) < 0, les minima de W, (b(a), a) sont ainsi retenus.

Ces positions ont été reliées en ligne de maxima par une recherche de plus proches
voisins entre deux échelles consécutives. Le résultat de ce chainage est présenté a la Figure
5.9 sur une autre image académique contenant moins de gaussiennes.
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F1G. 5.9 — Formation de lignes de maxima.

F1a. 5.10 — Détection des gaussiennes avec une ondelette DOG. (a) Les cercles sont centrés
sur les pi, (approche ponctuelle) et ont pour rayon 7. (b) La méme image avec des cercles
localisés sur bg(ay) (approche ensembliste).
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Finalement, pour chaque k, les quantités py, aj et gk(ak) ont été évaluées.

Le résultat de la détection est présenté sur la Figure 5.10. L’approche ponctuelle appa-
rait sur I'image de gauche ou chaque cercle est centré sur py avec un rayon égal a 7. Dans
I'image de droite, 'approche ensembliste présente les mémes cercles centrés sur les Z;k(ak).

La détection est plus efficace pour les gaussiennes isolées. Cependant, lorsque plusieurs
d’entre elles s’associent, la méthode ensembliste ne décele qu’une seule gaussienne dont la
taille reflete ’étendue de I'amas ainsi formé.

FiG. 5.11 — Image 195 A du 27/01/1996 en représentation logarithmique.

Analyse d’une image EIT : Nous avons sélectionné une image EIT de 195A enregistrée
le 27 janvier 19963, soit au début du cycle solaire 23 (Fig. 5.11).

Cette image est caractérisée par un nombre relativement faible de zones actives. Les
trous coronaux sont essentiellement concentrés aux poles et le restant du disque solaire est
en couronne calme. Les BPs sont par conséquent bien apparents.

Comme précédemment, nous avons calculé les lignes de maxima de 'image pour I'on-
delette DOG (o = 1.25).

Dans la mesure ou un BP est globalement défini comme un objet de taille inférieure
a 60” sur le disque solaire [ZKWO01], soit approximativement un diametre de 23 pixels,
nous avons, d'une part, sélectionné 64 échelles prises logarithmiquement entre a,, = 1 et
apr = 15, cette derniere échelle étant supérieure au rayon %%, et d’autre part, restreint
les BPs détectés a ceux tels que 27, < 23.

BBNom de code eit_11_19960127-19355/.
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660 E80  FOO 7200 740 Fe0 70 800 820 G40 660 E30  FOO 7200 740 Fe0 70 800 820 G40

(a) (b)

F1a. 5.12 — Détection des BPs sur base des lignes de maxima. (a) Zoom sur I'image de la
Figure 5.11. (b) Résultat de la détection (méthode ensembliste).

En outre, afin de tenir compte du bruit inhérent a I'image, nous avons travaillé sur des
coefficients en ondelettes seuillés a chaque échelle. Autrement dit, les lignes de maxima ont
été calculées sur les coefficients

W, = Tla koo |v|] Wi, (5.31)

ou T est l'opérateur de seuillage défini en (4.75), o, est l'estimation du niveau de bruit
donnée en (5.5) et k est un niveau de seuillage fixé a 3.

Ce seuillage suppose que la déviation standard a(l;, a) du bruit présent dans les coeffi-
cients W7y suit approximativement la regle

-, =

o(b,a) ~ oo(b) g, Il = a 'oe(b) 1. (5.32)

Autrement dit, le bruit de 'image [ est localement stationnaire et o, varie peu sur le
support des ondelettes 1,. Evidemment, cette hypothese est de moins en moins vérifiée a
mesure que ’échelle augmente. Elle permet néanmoins de supprimer un nombre important
de lignes de maxima associées au bruit.

La Figure 5.12 présente le résultat de la détection des candidats BPs sur une partie de
la couronne calme par la méthode ensembliste. Chaque cercle est ainsi situé sur un by (ag)
avec un rayon égal a 7.

Dans I'ensemble, les objets associés a une augmentation locale du flux lumineux sont
détectés. La taille des cercles tracés sur la Figure 5.12, c.-a-d. 'estimation des 7, est en
bonne correspondance avec la taille réelle des objets ou des groupements d’objets sous-
jacents.
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5.5.2 Approche discréte -

L’approche continue de la détection des BPs décrite a la section précédente présente de
plusieurs défauts :

e [l parait difficile d’obtenir le niveau lumineux sur lequel repose un BP a partir des
lignes de maxima. Les coefficients W} sont en effet peu sensibles a cette intensité de
fond dans la mesure ou celle-ci varie faiblement sur le support des ondelettes associées
a la ligne de maxima.

e Ce niveau lumineux étant inconnu, il n’est pas possible non plus d’obtenir I'intensité
maximale d'un objet détecté relativement a ce fond.

e La taille des objets détectés n’est qu'une mesure moyenne de leur étendue qui ne
reflete pas leur éventuelle anisotropie.

e [’approche continue ne permet par ’extraction et la reconstruction d’un ou plusieurs
BPs

Pour combler ces lacunes, nous adoptons une approche discrete du probleme. En clair,
et en se basant sur une démarche de A. Bijaoui pour la détection d’étoiles dans des amas de
galaxies [BR95, BSR96], nous prenons un repere linéaire d’ondelettes isotropes avec lequel
nous étendons la notion de lignes de maxima vue précédemment.

Tubes de maxima, Arbres et Objets : Soit une image I € L*(R?) résultat du bruitage
d’une image pure I, c.-a-d.

I(Z) = I,(Z) + oe(D), (5.33)
pour un niveau de bruit o € R, et avec (%) ~ N(0,1).

Décomposons cette image I dans un repere semi-continu, linéaire et isotrope, auquel
correspondent les ondelettes réelles

{5, = ;20 (a; (F-D)) : be R j e Z}, (5.34)

avec a; = a2~/ la discrétisation dyadique & K € N voix.
Les coefficients en ondelettes W;(b) = (¢5; | ) étant contaminés par le bruit oe, nous
travaillons sur les coefficients seuillés

Wi(b) = Tla; ko [[[]] - W;(b), (5.35)

ou T est défini en (4.75).
Pour chaque j € Z, action de 1" implique que le support de W;(b) est composé d'un
ensemble de N; € N zones D(j,n) C R? disjointes indicées par n € Z[N,]. Autrement dit,

supp (W;(0) = |J DG (5.36)

nEZ[Nj]
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Pour chaque zone D(j,n), un centre ¢ ,, une valeur v;,, et un signe s;, peuvent égale-
ment étre définis :

-,

Cjn = argmax |W;(b)], (5.37)
beD(j,n)

Vin = IW;(@n)l, (5.38)

Sin = signW;(Cjn). (5.39)

Muni de ces définitions, un lien peut étre créé entre des zones D(j,n) de résolutions
différentes.

Définition 5.2. Une zone D(j,n) est attribuée a la zone D(j — 1,m), ce qui se note

pour un certain m € Z[N;_1], si
Sjin = Sj—1,m

Ce chainage s’étend sans peine a des résolutions non contigués.

Définition 5.3. Une zone D(j,n) est attribuée a la zone D(k,m), avec k < j et m € Z[Ng],
s’il existe une séquence {n, }o<,<j—k telle que

Ty EZ[Nj_T], Ng = N, Nj—p = M, (542)

et pour laquelle
D(] -, nT’) ~ D(] - r—= 1a nT’-i-l)a (543)

pour tout 0 <r < j—k.

Remarquons que cette derniere définition est semblable a la notion de ligne de maxima
vue a la section précédente. En fait, le chainage (5.43) associant deux zones D(j,n) et
D(k,m) forme dans I'espace des coefficients en ondelettes ce que nous nommerons des
tubes de mazima.

Sous une zone D(j,n), ces tubes se combinent pour former des arbres définis comme
suit.

Définition 5.4. Un arbre T(j,n) est constitué de l’ensemble des zones attribuées a la zone
D(j,n). Autrement dit,

T(j,n) = {D(k,m): k> j, m € Z[Ng], D(k,m)~ D(j,n)} U D(j,n). (5.44)

D(j,n) correspond a la racine de l'arbre T(j,n).
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Fia. 5.13 — Formation des zones, des tubes de maxima et des arbres dans ’espace multi-
échelle

Un arbre T'(j,n) peut également s’écrire comme

T(j,n) = |J D*(i,n), (5.45)
D*(j. k) = {D(j+s,n) :n € Z[Njss], D(j + s,n) ~ D(j, k)}, (5.46)

pour s € NY et en posant D°(j, k) = D(j, k).

La Figure 5.13 schématise la formation des zones, des tubes de maxima et des arbres
dans ’espace multi-échelle.

Pour rappel, la section précédente a permis d’observer que les maxima le long des lignes
de maxima de coefficients en ondelettes, caractérisent les gaussiennes dont ces lignes sont
issues.

Reprenant ce point de vue, nous définissons le concept d’objet de la maniere suivante.

Définition 5.5. Un objet O est un arbre T(j,n) dont la racine D(j,n) est telle que,

Vjpn > Vj_1,. pour n_ € Z[N;_1]: D(j,n) ~ D(j — 1,n_) (5.47)
Vjin > Ujgin,, Vng € Z[Njy1]:D(j+1,ne)~ D(j,n). (5.48)

avec vj_1, =0 si n_ nlexiste pas, et vji1,, =0 si D'(j,n) = 0.
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Soit {O,},en Pensemble des objets d’une image I, et soit D(j,, n,) C R? la zone racine
de l'objet O, avec j, € Z et n, € Z[N;,|.

A Taide de la formule de reconstruction propre au repere linéaire (Sec. 4.3.1), nous
définissons la reconstruction spatiale 0,(Z) de I'objet O, par la reconstruction de l'image I
restreinte aux zones de O, c.-a-d.

= Wis(@) Lpegiyin) (), (5.49)

seN

ot si F' =, E) est une union d’ensembles ), C R? disjoints, 1x(Z) = >, 1g, (F).

De la méme maniere, la reconstruction de I'image I sans 'objet O, est définie par

Jp—1
[I/OP Z W Z ij-i-s HUDS jp,np)(f) = ](f) - OP(f)v (55())
j=—00 seN

ot CE = R?/E est le complémentaire de I’ensemble E.

Remarque 5.1. En toute rigueur, il faudrait normalement reconstruire o, de la maniere
suivante

O;(f) = Z [ij+3 * djp—l—s](f) ]le(jznnp) (f)7 (551)

seN

pour une certaine ondelette duale 1; associée a ¥ et a la restriction de la reconstruction
aux espaces D*(j,,n,). Cette ondelette peut s’obtenir de maniere itérative en employant,
par exemple, l'algorithme du gradient conjugué décrit a la section 4.1.3. Cette approche
a pour effet de minimiser I'erreur [|[7 — of||. Vu la simplicité d’implémentation de (5.50),
nous supposerons toutefois que o, est une bonne approximation de 0;,, autrement dit, que
I'ondelette duale est proche de la distribution de Dirac.

Remarque 5.2. En pratique, et comme mentionné a la section 4.3.2, 'image [ étant finie
et discrétisée, les résolutions j sont négatives et limitées inférieurement par la résolution
—J (J € N) d’une fonction d’échelle (_; définie en (4.58). L'objet O, sera par conséquent
reconstruit a 'aide de

1—Jp
0op(@) = Y Winsl@) Leiuny (2), (5.52)

s=1-J—7p

en posant Wy (Z) = H(Z) = (n|I), ou n est la fonction résiduelle de 1 définie en (4.64).

Analyse d’une image académique : Soit une répartition aléatoire de 20 gaussiennes

donnée par
Z exp — (x “’“ Z exp —

(5.53)
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avec T4 = b et 75 = 10, dont une réalisation est présentée a la Figure 5.14(a).

Il est possible d’isoler la population de gaussiennes de taille 74 en décomposant [ en
ses objets constitutifs.

Pour ce faire, nous analysons I avec une variante a K € N voix du repere ASF présenté
A la section 4.4.6 dans sa version isotrope, c.-a-d. pour N = 2° = 1 orientation. L’ondelette
1 v est définie par

b(k) = ¢(K logy k), (5.54)

avec k = ||k||, et olt ¢(t) = Ba(t) est une fonction spline quadratique définie en (B.47).

Pour une discrétisation dyadique a; = ag279/K avec ay = 7~123% , ondelette 1, est
contenue dans 'anneau 7275 < k < 7, et la partition de I'unité réalisée par 3, garantit
la relation de linéarité (4.54) du repere {15, }.

Muni de ces fonctions, I'image I est décomposée selon J = 4 échelles pour K = 2 voix.
Puisque I'image I est dépourvue de bruit, nous prenons o = 0 lors de la réalisation des
zones D(j,n). Ces dernieres sont dans ce cas enfermées dans les courbes de passage & zéro
de W, (b).

Les objets décrits au paragraphe précédent sont ensuite répertoriés apres avoir calculé
tous les tubes de maxima résultat du chainage des D(j,n).

Pour chaque objet O, détecté, le centre [i, et la taille 7, de celui-ci sont estimés a 'aide
de

1

fo = o [ @@ (5.55)
ol Jee
]' — — — —

o= oo [ RTIE= Bl (@) (5.56)
ol Jeo

La Figure 5.14(b) présente le résultat de la sélection des gaussiennes de taille 74 en
reconstruisant une image ne contenant que les objets O, de taille 7, < 7. La taille des
13 objets ainsi détectés est assez variable : 7, € [2.6881,6.1966] pour une moyenne de
3.2504 < 74. La variabilité s’explique par l'influence des interactions entre gaussiennes.
L’infériorité de la valeur moyenne par rapport a 74 provient elle de la formation des objets.
La racine d'un objet est en effet localisée sur un maximum dans un tube de maxima. La
terminaison de ce tube vers les résolutions inférieures est ainsi éliminée, ce qui induit une
sous-estimation systématique de la taille réelle de I'objet.

Si nous ajoutons un bruit blanc gaussien a 'image précédente, la méthode continue de
fonctionner. La Figure 5.15(a) affiche ainsi I'image bruitée (o = 0.2, PSNR=22.43dB).

La sélection des gaussiennes de taille 74 a été réalisée en prenant £ = 2.5 dans le seuillage
(5.35), et en ne retenant que les objets de taille 7, € [1,7]. Le résultat est affiché sur la
Figure 5.14(b). La valeur inférieure de cet intervalle de tailles tend a limiter la détection
de faux objets résiduels issus du bruit.

Extraction de BPs dans une image EIT : Nous allons maintenant employer la dé-
composition d'une image en ses objets constitutifs afin de détecter et extraire les points
brillants de la couronne solaire calme dans les images EIT. Ces images seront traitées dans
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(a) (b)

F1G. 5.14 - (a) Assemblage de gaussiennes de tailles 74 = 5 et 75 = 10. (b) Extraction des
gaussiennes de taille 74.

(a) (b)

F1G. 5.15 — (a) Assemblage de gaussiennes de tailles 74 = 5 et 75 = 10 bruité par un bruit
blanc gaussien (PSNR=22.43dB). (b) Extraction des gaussiennes de taille 74.
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leur représentation directe, et non en représentation logarithmique, afin de lier facilement
les caractéristiques des objets détectés a d’éventuelles quantités physiques importantes
(intensité lumineuse, nombre de photons EUV détectés, ... ).

L’image EIT analysée est une image de 195 A, enregistrée le 22 décembre 1996 en début
de cycle solaire!* (Fig. 5.16(a)). Cette observation est caractérisée par une couronne calme
tres étendue vu la rareté de zone active (AR) en début de cycle.

Comme pour I'image académique précédente, I'image I est décomposée dans un repere
ASF, avec maintenant J = 6 échelles et K = 1 voix. En premiere approximation, le bruit
est supposé globalement stationnaire et sa déviation standard est estimée a 0 = 2.78 DN
par la méthode RME (Sec. 4.3.4). Les zones, les arbres et finalement les objets de I sont
ensuite calculés sur base de ces derniers parametres et pour k = 2.5.

Soit O, le p"™ objet détecté. En plus de son centre fi, et de sa taille 7, définis en (5.55)
et (5.56), nous introduisons également les quantités suivantes :

o lintensité mazximale 1, :

ip = max o,(7); (5.57)

o le niveau ambiant b,, donné par le niveau lumineux moyen du fond sur lequel repose
I’objet, c.-a-d.

by = [supp (0p)|™" / &> (1(Z) — 0,(2)), (5.58)
supp (op)
ol |A[ est la mesure [, d*7 de I'ensemble A;

e le demi grand axe 7'; et le demi petit axe 7, de 'objet pris comme une distribution
elliptique, c.-a-d.

(r,)? = max(r2,72), (5.59)
(r,)? = min(r},72), (5.60)
avec
3 o= §(h.+7,) £ (0, — 7)) £ §cos(20) 72, (5.61)
Tow = llopll” /R &7 (u— ) (v = ) |0p()], (5.62)
272

20 = arctan —— (5.63)

Tze — Tyy

avec u,v € {z,y} et i, = (Ko, fy) ;

MNom de code : 19961222.193945
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+
e Uanisotropie k, = 2, égale a 1 si l'objet est isotrope;
Tp

e le diametre moyen d,, le diametre mazimal df et le diamétre minimal d; de I'objet
O,, définis respectivement par 7,, 27,7 et 27"

Les Figures 5.16(b) et 5.17(b) présentent la reconstruction de I’ensemble des objets O,
de I'image I tels que :

(i) b, € [35 DN, 150 DN], conservant les objets de la couronne calme [HCVO00] ;

(ii) df < 25px, ce qui sélectionne les candidats BPs supposés de taille maximale inférieur
a 25 px [ZKWO1].

Grace a ces deux regles, nous constatons que

1. la zone active située sur le haut de 'image de la Figure 5.16(b) ainsi que le trou
coronal localisé en bas sont clairement éliminés des zones d’apparition de BPs;

2. des éléments assez faibles dans I'image originale sont nettement mis en évidence dans
la reconstruction des objets sélectionnés.

Afin d’épurer un peu plus la reconstruction finale, nous décidons arbitrairement d’éli-
miner les objets trop anisotropes. Ceci se fait tres facilement en supprimant par exemple
les objets tels que k, > 2. Le résultat de cette démarche est affiché sur la Figure 5.17(c).
Seuls les BPs les plus nets et les plus localisés ont survécu.

Finalement, pour souligner la capacité de la méthode a isoler un objet indépendamment
de son environnement, la Figure 5.18 présente la reconstruction d’un seul BP (Fig. 5.18(b))
sélectionné sur une autre partie de 'image EIT précédente (Fig. 5.18(a)). La structure
interne de ce dernier présente deux zones, vraisemblablement de polarités magnétiques
différentes, dont la proximité les fait appartenir a une seul objet pour la gamme d’échelles
sélectionnées.

5.6 Conclusions et perspectives

Nous avons appliqué l'analyse en ondelettes a deux problemes précis de traitement
d’images solaires : la détection et la suppression de traces cosmiques, ainsi que la localisation
des BPs de la couronne solaire.

Dans ce dernier cas, la notion de tubes de maxima héritée des lignes de mazxima de la
CWT a permis la décomposition d’une image en ses objets constitutifs, lesquels peuvent
alors etre étudiés et caractérisés séparément. La mesure précise de certains parametres
physiques étant des lors possible, la sélection des BPs a été facilitée.

Cette méthode ouvre la voie vers de nouvelles analyses systématiques des images EIT.
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(a) (b)

F1G. 5.16 — (a) Image originale. (b) BPs détectés sur la couronne calme.

Il est premierement possible d’effectuer une étude des BPs sur le long terme, et d’ob-
server, par exemple, si leur densité, relativement a la surface de la couronne calme, croit
ou décroit avec le cycle solaire [HCVO0O].

Dans un autre registre, il existe une procédure permettant d’évaluer le champ de vitesse
de la couronne solaire en utilisant les BPs comme traceurs du mouvement sur deux images
successives d'une méme vidéo [VBWO03]. La décomposition en objets de chaque image
apporte d’autres éléments pour ancrer et modéliser ce mouvement de maniere automatique.

Des corrélations entre BPs détectés a différentes longueurs d’onde pourraient aussi
fournir une information importante quant a leur structure tridimensionnelle.

Finalement, 'extraction des objets constitutifs d'une image expliquée a la section pré-
cédente peut étre étendue a 1I’étude d’autres phénomenes solaires. La méthode peut dans
se cas servir de base a une classification ultérieure de ces éléments et a une étude systé-
matique de leur évolution temporelle en termes de nombre, de formes, d’intensité moyenne
...[HGJ03, HJZ02]
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F1a. 5.17 — (a) Zoom sur I'image originale. (b) Zoom sur les BPs détectés. (c) Suppression

de tous les BPs avec une anisotropie supérieure a 2.
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420 430 440 450 460 470 480 420 430 440 450 460 470 480

(a) (b)

F1a. 5.18 — Sélection d'un BP. (a) Zoom sur I'image originale. (b) Sélection du BP central.



Annexe A

Démonstrations

A.1 Chapitre 1 : Représentations fréquentielles

Démonstration de la proposition 1.4 (p. 12) : Si f et g appartiennent a B, avec
§o < 7, alors

(flg) = / at () g(t)

o

= [, €O
o

= 5 [ eSO D e+ k)
—&o keZ

= % s £7(€) ga(®)

= T<f|9d>

= T Y f(mT)g(mT),

meZ

puisque gq(t) =Y _,.cz 9(mT) 0(t —mT') et en employant (1.31).

En outre, (f x g)(t) = {(f*|g:), avec §(t) = g(—t). Mais puisque g;(£) = §(—&)e'*,
g € 8507 et

(fx9)(t) = T Y f(nT)gu(nT) = T Y f(nT)g(t—nT).

ne”L nez

Démonstration de la proposition 1.3 (p. 17) : Soit h € L*(S?), et g € L?*(S?)
axisymétrique, la corrélation de ces deux fonctions est donnée par (1.63), c.-a-d.

@)@ = [ o) (R al () )

159
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avec w = (0, ¢) et [w] = p(0,¢,0) € SO(3) en paramétrisation Eulerienne.
Etant donné que g(I,m) = g(1,0) d,,0 et en employant la décomposition en fonctions de
Wigner D!, (p) [Vil69],

—

[Rygl(lm) = Y Dhlp)§(lin)

n|<I

= Dyolp) 4(1,0)

pour toute fonction g € L*(S?) et tout p € SO(3). Si p = p(p,d,0) en paramétrisation

Eulerienne,
Dino(P) f](l,O) =\ 2?_7:1 Ym*( ) (Z,O)

Par conséquent, en appliquant Parseval a la formule (1.63), nous obtenons, puisque
9(1,0) € R,

(gxh)w) = S R, (1,m)h(l.m)
lmEN
— Z ./;le*zo (I, m) Y™(w),
lmEN

prouvant que
(gxh)(Lm) = /55 §7(1,0) h(l,m),

pour tout (I,m) € N.

A.2 Chapitre 2 : Analyse continue en ondelettes
Démonstration de la proposition 2.5 (p. 39) : Etant donné une fonction f € L?(5?),
commencons par réécrire les coefficients Wy(p,a) = (¥, | f) en Fourier pour p € SO(3) et

a € R’. En utilisant la relation de Plancherel des harmoniques sphériques et la décompo-
sition en fonctions de Wigner précitée, nous obtenons

W(p.a) = / dpu(w) (R, Du]* () £ ()

avec N ={(I,m) : leN, meZ, |m|<l}.
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En outre, pour toute fonction g € L?*(S?),
| avlo) Wilp.) (R, g))
50(3)
_ F(1m) o b
> Y dtmidan o 10 Pl By )

= Y Y femdien Y / o 0 D) Ryl ) i (@)

(I,m)eN |n|<i I',m")eN
_ famyiiam Y3 () / dw(p) DI, (0) DL ().
(Lm)EN [nl<! (W mheN <t SO(3)

Les fonctions de Wigner étant orthogonales entre elles, c.-a-d.

’ 87T2
d Dl* Dl o ! = 5 ’5mm’5nn’7
Lo, 30 D) Do) = 57

/ i/SO( %g(p) Wi(p,a) [R, g)(w)

da
= Y 2l+1flm/* > diln) gl n) Y™ (w).

(I,m)eEN In|<l

nous obtenons

Par conséquent, si G(I) > 0 pour tout [ € N, c.-a-d. si fsl dp (8, ) # 0 (cfr. [AV99)),
et si nous prenons g = L;lDaw, c.-a-d. en Fourier

872

20+1

S i) alln) = oo )

In’|<1

g(l,n) = |
nous voyons clairement que

/R* /so@) YD) 1w, (p.a) (B, 15 Dw) = Y 3 fm) Vi) = £

a

Démonstration du corollaire 2.3 (p. 39) : Le démonstration est identique a celle de
la proposition 2.5 (cfr. section A.2). La seule différence est le facteur 47 apparaissant dans
la définition (2.83) de L. Ce dernier provient de 'orthogonalité des fonctions de Wigner
sur S? :

4m

20+1

[ ) Dhn () D) = 5 G (A1)

avec [w] = p(y,w,0) en notation Eulerienne.
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A.3 Chapitre 3 : Ondelettes, régularité et rayon de
courbure

Démonstration de la proposition 3.1 (p. 48) : Supposons que la fonction f’(z) soit
Holderienne de classe o en un point y € R. Autrement dit, 3K > 0,39 > 0 tels que
F* 0 (y) o
- e < Ky
k=0
avec n = |a].
Par conséquent, en supposant, sans perte de généralité, que = > y avec |z — y| < 4,

n+1 n+1
F®(y F®(y
1@ -3 TP ey = e -3 S ey
k=0 ’ k=1 ’
z n+1 f(k
— H/ du f'(u Z / du ku"!|
y
n+1
¢ / f(k) (y> k—1
= du (f'(u) — u
‘ y ; (k—1)! }
x n plktD)
Y k=0 ’
T n (k+1)
< [auiro -y
Y k=0
< / du K (u—y)*
y
K
< _ a+1
ce qui prouve la proposition.
Démonstration de la proposition 3.2 (p. 48) : Supposons pour commencer que

a€0,1]. Si f € LY(R), Vo, u € R,
|f(z) = fu)] (e —een)
A JAET ‘/ dff }

|z —ul o=l

R |€1§m_ 1§u|
< [aifor T

|z —ul*
Si [€]|z —u| > 1, alors

|ei§x_ei£u| 9

< 208

o —ule 7 o —ul
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Dans le cas inverse si [£(x —u)| < 1,
et — et ¢l — |

l1—o «
= — < :
|ZI§'—U|a ~= |[L’-U|a |£||LE U| ‘5‘

Par conséquent,

|[f(x) = f(w)]

|z —ul

< 2/Rdg Felee < 2/Rdg FEI0+ €1,

Nous voyons donc bien que f € €*(u) si la derniere intégrale est finie.
Si a > 1, alors, avec m = |/,

/R A 1fEIL+1E™ < oo

puisque

/ds FOIL+]Em™) < ||f||1+/ d¢ |f(§)||§|’”+/ dé |F(©1E™
R [-1,1] R/[-1,1]
< Ifl+ /H a 1) + / L, e
< 2r|f||1+/Rd§ FOlee
< 2 / ae |F(6)1(1+ 1)),
R

En conséquence, f est bornée et m fois continument différentiable avec dérivées bornées

car

F9@) < / ae [EF1f(©)] < oo, VEER, YO <k <m.

En outre, la proposition 3.1 montre que f est uniformément Holderienne o si f™ €
¢*~™(R). Par conséquent, il suffit d’appliquer le raisonnement précédent & f™ en tenant

compte du fait que f0(€) = (i)™ f(€).

Démonstration du théoréme 3.1 (p. 49) : Soit ¢ € L'(R) N L*(R), une ondelette a
décroissance rapide avec n = [«] moments nuls. Supposons que f € €*(u). Des lors, pour
une certaine largeur 0 > 0, il existe un constante K > 0 et un polynéme P de degré |«|

tels que
|f(x) = Pz —u)] < Klr—u|¥, VreR: |z—u|l <0

Par conséquent, en employant les n moments nuls de v,
Wita)l = | [ do fe)via(o)]
= | [ o (@) = Plo = ) wi,0)
R
< [ @@ -Pe—ul o)+ b,
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avec U = [u — 6,u+ ] et R(b,a) fR/U dz |f(z) — P(z — u)| |[tpa(x)].
Si 1 est a décroissance rapide, c.-a-d. si
K

vm e N’ 3K >0, Vt € R, [(t)| < G

alors, pour m >n+2et b €|u—d,u+ 4],

R(b,a) < Ka™ /R/U dz |f(x>‘;_P£ﬁn—u)\

_ n+1
< K'Kam_lf d:z:M < o0,
R/U |z — b|™

pour une certaine constante K’ > 0. Par conséquent, R(b,a) = O(am_l) pour m > n + 2
et b € Ju—9d,u+4[. Il existe donc une largeur n < 6, et une échelle ay telles que R(b,a) ~ 0

pour tout b € [u —n,u+n| et tout a < ay.
Des lors, pour ces mémes (b, a),

Wita)l < [ dolf(@) = Plo— )l [nalo)
< K / [z ol Waa(o)],
En effectuant le changement de variable = = y et en employant la relation
lu+v]* < 2%ul* + |[v]¥), Yu,v€R, (A.2)
nous obtenons

(Wi(b,a)] < K | dalay+b—wul®[d(y)]

U/
< rRe [ ol ewl + k- [ do o)
U Ut

< 2°Ka® (I, ),
avec U’ = [4=0=b wB0=b] o [, = [ dx |y|* |¥(y)| qui est finie par la décroissance rapide
de v € L'(R).

Finalement,
b—u

(Wi(b,a)] < Aa®(1+|

),

en prenant A = 2°K (max(||¢ |1, 1a) )_1, ce qui acheve la démonstration.
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Démonstration de la proposition 3.6 (p. 53) : Soit f € L®(R?) et soit v € R% Si
'exposant de Holder isotrope de f en @ est hy(), cela implique qu’il existe un polynome
P de degré |hy(@)], une constante K > 0, et une largeur ¢ > 0 tels que,

f(Z) - P(@—4)| < |&—al™, VYFeR*:|7—i <y,

avec o = hy(10).
Cependant, en maintenant la direction ¢ = arg(# — u) constante, nous pouvons réécrire
cette derniere équation,
@ +26,) - PO < A,

avec X\ = €, - (¥ —u) € [=6,0], et P'(\) = P(Aé,). Il est clair que P’ est toujours
un polynéme de degré inférieur ou égal a |«;|. Par conséquent, la définition de régularité
directionnnelle implique que f est réguliere o; dans la direction ¢ au point @. Donc, h (@) =
a; < hy(d, ). Comme cette derniere inégalité est indépendante de I'orientation,

hy(d) < min hy(id, ).
pEST
Démonstration de la proposition 3.7 (p. 53) : Nous partons du méme point qu’a

la démonstration de la proposition 3.2. Supposons que « € [0,1]. Si f € LY(R?), Vi € R,
VA eRet Vp € 5y,

|>\‘—o¢ ‘f(ﬁ+ >\5¢) _ f(ﬁ)| — ‘ /2 d2]g JE(E) (eiﬁ(ﬁ-i-)\e“(p) _ eiE.ﬁ> ‘)\|—a‘
R
< / d2]g |]E(E)‘ |€il;-(ﬁ+)\é’@) _ eil_%-ﬁ‘ |>\‘—a.
R
Si | Ak - €,] > 1, alors
|€il;~(ﬂ'+)\ap) _ eiE-ﬁ‘ |>\‘—o¢ < 2 |>\‘—o¢ < 2 |E 6_20|a.
Dans le cas inverse, si |A||k - €yl <1,
|eik~(ﬂ'+)\ap) _ 6ik~ﬁ||)\|—a < |E ézp||)\|l—a < |E g¢|a'

Par conséquent,

F(@+8,) — f@| N < z/

RQ

Q& | FR[F- &l < 2/ a5 | f
Si a > 1, alors, avec m = |/,

[ ERBIarE-am < o

R2

et f est m fois différentiable dans la direction €.

Pour a > 1, il est facile de montrer que f est uniformément Holderienne « si et seule-
ment si f® € €*7"(R). Par conséquent, la proposition est prouvée en appliquant le rai-
sonnement précédent a f(™).
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Démonstration de la proposition 3.8 (p. 54) : Limitons-nous premierement au cas
olt @ = 0. Posons b = (b,c) € R? et 4 = (u,v) € R%
Soit 1 € L'(R?) N L*(R?) un ondelette séparable de la forme

(@) = nx)oy),

ou 7 est une ondelette unidimensionnelle de n = [maxyegs, «(6)] moments nuls, ¥ = (z,y) €
R% (¢) =1 et ¢ > 0.
La transformée en ondelettes directionnelle anisotrope est

Wib,a,e.0) = (f [ ¥5,.0.

ouYy, o= éw(re_ld;i(f—g)), g est la matrice de rotation d’angle 6, et d, . est la matrice
de dilatation anisotrope définie en (2.40).

Nous avons,
- o Lr—b ,y—c
Wiae0) = [ &5 e o)
R2 a a
L, r—0b
— [ dtte ot ()
R a
avec
1 1% y—=c
o) = [ dyfag) b5,
R a
Des lors, puisque 7 possede n = [mauxs1 a’| moments nuls, pour tout polynome @ de
degré n — 1,
- 1, x—0b
(Wi(b,a,€,0)| = | : dz (fe(z,¢) = Q(x —u)) 21 (——)I
1 ,x—0
< [ dolfile.) = Q= w)] Hin(*2)
x—b

)l
r—0b
a

< [ deliteo) - foliin

+Adﬂﬂ%W—Q@—wEM(
- T1 + T2 .

)l

Majorons séparement les deux intégrales 17 et T,. Pour la premiere, puisque (¢) = 1
avec ¢ > 0,

Tz —b
)

L [Py )

a €

T :‘4dxm&m%<H%@%M(
< [ @21 = foo)l Hn
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Par hypothese, pour une certaine largeur x > 0, f € €% (U) avec U = B(u, k). Autre-
ment dit, K > 0, Vp,q € U,

() = F(@)] < KI5~ ™, (A-3)

avec o, = min(1, ;) < ay, puisque €% (U) C €% (U).
Appliquant cette inégalité a I'intégrand précédent, nous obtenons,

T <z§/d%W—m%ihﬁ;bﬂay;% + R(b,a,¢,0),
U

avec

R(b,a,e,0) = /

@7 | f(z,y) — £z, 0)] 2n(E=L) ] ¢ (L29).
R2/U a €

Puisque v est a décroissance rapide, c.-a-d.

K K

IZm = 27 Jy

vm e N°, 3K >0, VZ € R?, |[4(%)]| <

m
2

m_1 m

sib € int U, R(g, a,e,0) = O(cﬁ e?_l) pour tout m € N. Des lors, il existe une largeur
k' < k et deux échelles minimales ag > 0 et ¢y > 0 telles que R(g, a,e,0) ~ 0 pour tout

b e U = B(u, ') et pour tout a et € respectivement inférieurs a ag et €.
Par conséquent, pour ces mémes valeurs,

al‘lQS(y_c)

€

/
@;
)

T, < me3/dMy—c+c—v
R

< 29K |l (I]-%0li e + |e—v

en employant (A.2).
Analysons maintenant T5.

x—b)"

T, — Adwﬂaw—@@—w&w(

a

Par hypothese, il existe un polynoéme P de degré |a(0)] et une largeur § > 0 tels que
|f(z,v) = Pz —u)| < K'lt —u|*®, Vzel=Iu—->7du+d.
Des lors, pour () = P,

—-b
ZE_)| + R'(b,a),

1, < K[ defo— ol
I a

avec R'(b,a) =[5, dz|f(z,v) — Pz — u) Lin(==2)).
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De nouveau, puisque v, et a fortiori 7, est a décroissance rapide, il est possible de
trouver une largeur £” < k et deux échelles minimales aj > 0 et €, > 0 telles que R ~ 0 et
R' ~ 0 pour tout b € U” = B(u, k"), et pour tout a et € respectivement inférieurs a aj, et
€y- Dans ces conditions, et de la méme maniere que précédemment,

x—b

T, < K'/dx|x—u|a(0)%|n( )|
I a

< 22OK (NFOnlla®® + [l [b—ul*® ).

Au total, si a < min(ag, aj) et € < min(eg, €),

b—u c—v

!
)

pour deux constantes A, B € R%. La transformée en ondelettes directionnelle a dilatation
anisotrope étant clairement covariante sous rotation, nous pouvons donc affirmer, que pour
tout 0 € Sy,

|1'/I/‘}"(l_):a7 €, 0)‘ < Aaa(o)(l + ‘ ‘(X(O)> + B€a;(1 + }

a €

Wib.a,e.0) < Aa®O1+ [ —a) &|"") +Bet(1+ |10 -a) - 6™,

avec & = (cosf,sinf) et 0 =0 +

N

A.4 Chapitre 4 : Reperes d’ondelettes

Démonstration de la proposition 4.2 (p. 65) : Nous avions déja montré que Im U
est inclus & [*(T"). Montrons que cette inclusion est stricte. Si les 1, sont linéairement
dépendants, il existe un x € [*(T") non nul uniquement sur un ensemble fini de points de T,
tel que

Z x[n]y, = 0. (A4)

nel’

En projetant cette derniere équation sur un f de $), nous obtenons

Yo Wl f) = (@|Uf), (A.5)

nel’

ott le dernier produit scalaire est celui de [*(T"). Par conséquent, Im U est perpendiculaire
A x et son inclusion & [*(T") est donc stricte.

Pour la question de I'inverse, remarquons tout d’abord que U est injectif sur Im U. En
effet, Uf = 0 implique f = 0 puisque, par I'inégalité gauche de (4.1), |Uf]| = 0 impose
If]] = 0.

En conséquence, U est inversible sur son image. Nommons U; ' : ImU — $), I'inverse &
gauche correspondant.

En désignant par Im U~ le sous espace de (?(I') perpendiculaire & Im U, Im U+ # ()
puisqu’il contient au moins x.
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Des lors, tout opérateur U~! : [2(T') — § donné par

= Uz sizelU
-1, _ ) U
vt = { U;'x  sinon

, (A.6)

avec U, ' un opérateur linéaire quelconque, est clairement un inverse a gauche de U et il
en existe par construction une infinité.

Démonstration de la proposition 4.3 (p. 65) : Montrons tout d’abord que I'opéra-
teur auto-adjoint U*U est inversible sur $. U*U est injectif car U*U f = 0 implique que
(UUf|f) = (Uf|Uf) = 0. Par 'inégalité gauche de (4.1), ||f]| = 0, ce qui implique
que f = 0. U*U est surjectif sur $). Par I'absurde, supposons qu’il existe une fonction g
orthogonale a I'image de U*U, c.-a-d. telle que (U*Ug|g) = 0. Dans ce cas, (Ug|Ug) =0
et g = 0.

En conséquence, (U*U)~! existe. Pour prouver (4.7), il suffit donc de prouver que

Uz = (UU)U 2, Voel*T). (A.7)

Pour z € ImU™*, U~'z = 0 par définition. Or, (U*z | f) = {(x|Uf) =0 pour tout f € 9,
et donc U*x = 0. Pour z € Im U, il est clair que (U*U)U 'z = U*(UU ')z = x ce termine
la vérification de (A.7).

Démonstration de la proposition 4.4 (p. 65) : Nous avons vu a la section 4.1 que
Utz =3, or @[n]¥,. De méme, U™le = 3" 1 x[n] iy, avec ¥, = (U*U) ', En effet,
Uls = (UU) Uz

= (UU)t)_ alnlvn

nel’

= Y an] .

nel’
Par conséquent, pour tout f € ),
f=U0"0f =) (Walf)dn
nel’
Des lors, pour tout f,g € 9,

(flg) = D (flvn) (@nlg)

nel’

nel’

ce qui acheve la démonstration de (4.9). Pour obtenir les bornes du repere {’Jin :nel}
il faut employer le lemme suivant.
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Lemme A.1. 5: O : 9 — § est un opérateur autoadjoint tel que
AT < O < BI,

pour 0 < A < B < oo, alors O est inversible et respecte l'inégalité

1 1
—7 <0t < =1,
A B

Un preuve de ce lemme peut étre trouvée dans [Mal98] dans le cas d’un espace de Hilbert
de dimension finie, et dans [Dau92] dans le cas général. Le reste de la démonstration consiste
simplement a observer que L = (U*U) est autoadjoint et qu’il vérifie la condition de repere

(4.3).

Démonstration du théoreme 4.2 (p. 71) : 1l s’agit de trouver les conditions sur

A, N, Gy et 31 assurant que, pour deux constantes 0 < A < B < oo,
2 2
AIFIP < D0 >0 D0 imn D < BISIP
JEZ neZ[N] meZ?
Développons le terme central de cette inégalité en passant a ’espace fréquentiel.

K =) > > [Wmal NP

JEZ n€Z[N] meZ2
DI IP I / R e
R2 R2

JEZ ne€Z[N| meZ?
B) fH(R) (AT k) oA )

= 2,

_ ZZ Z)\2j/2d2 /de2k/ § T (R )

JEZ ne€Z[N]| meZ?
FOV k) f* (O rak!) o (B) b (K),

ol 1, = 1y, est la matrice de rotation d’angle 6,,.
Selon la formule sommatoire de Poisson,

Ol Uiy = 27?(6—0 ‘5-). En conséquence,

K= 6051 Z > 2 )‘J/ k fN k) XN (b — i) " (k) Y (k —

JEZ nEZ[N] meZ?

(A.8)

- m Z 2. 2 / @ f(F) F*(F = Nrgli) 0" A0 R) AT — ).

JEZ nEZ|N] meZ2



A.4. Chapitre 4 : Reperes d’ondelettes 171

Scindons K en un terme positif P out m = (0,0), et un terme ¢ ou m # (0,0). Dans ce
cas,

K =P + Q

w@ZZ/ EIF@POI RE +

JEZ neZ[N]

lez z/ PR F(E) F*(F — Nryiim)

JEZ neZ[N] me(Z

AIr ke — ).

=
—~
>
d
<
B
—
w
SN—
<

Si 1) respecte les conditions (i) et (7i) du théoreme 4.2, il est clair que

4mr? 4r?

Puisque P — |Q] < K < P+ |@Q], il nous reste a majorer |@)| pour controler K.

s 5061 Z 2 Z / @k |fR) 1 (R = Nt DO )| DA = )|

JEZ neZ[N]| me(Z

5061 Z 2 Z / &2k |F(R)P N R [ (A, 1]g_um)”%

JEZ neZ[N] me(Z

[/Rz R |F(E = Nriten) | [0 O 15 ) [T = )] ]

<Yy > [, @R EE O B0 T~ i)

JE€Z neZ[N| me(Z

[, RGP GO E+ i) 1O B

=

Par I'application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz a la somme en j et a celle en [, nous
obtenons

2 ~ 1
Q < % 3 [/R CEFEES S WO B O F — )| ]

me (Z*)?2 JEZ neZ[N]
[/ CEFEEYS S [T F + @) [T B 2.
R? FEZ neZ[N]

Dans le cas ou v vérifie la condition (7i7) du théoréme, cette derniere inégalité peut étre
majorée comme suit

Q] <

Y [a(m)a(—tm)]?

me(Z*)2
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Définissons la quantité

S
g
\T\:—‘

I
2

IR}
g

E(\ N, Bo, 1) = Z () x(—

mezZ* me(Z*)?2

ou la derniere égalité exploite le fait que
sup » > (AT, Uk —D)|[d\ 7 r k)]
kER?  jc7 neZ|N]

= sy N WO RO e+ )

— = j — g
k=kt Ml BeR? ez nezin]

2
|
<y
~
Il

—

= O‘(u)’
pour tout @ € R?. Il est clair que la somme définissant F converge puisque

sup (1 + ||a]) T a(@) < oo.

weR2

En outre, cette méme condition implique que

lim B\ N, By, B ) = Lﬁoﬁllig(o)Za@?rr,)]—a(G)

(B0,61)—(0.0) 0 meze

= 0.

Finalement, puisque

2
I L0 Nw) = EOLN, Bo, B 9)lIFIE < P =0
W

2
IS0 N,0) + EOWN, o, BuOIAIP > P+10l,
W

il existe deux valeurs critiques (5, 3 > 0, telles que pour tout By < 5 et /i < [,
s(\, N,v) > E(\, N, By, B1,1), s étant indépendant de [y et [3;.
La famille {t); m,} forme alors un repere de bornes

2
A = T (0N N) — BN, o, frtb)] > 0 (A.9)

ol

et ,
B = 2 SO\N, ) + B\ N, By, B1,0)] < o0, (A.10)

o

ce qui prouve le théoreme.
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Démonstration de la proposition 4.6 (p. 73) : Revenons a la condition de repere
pour la famille {45, : (5, n) € Aag, A, AG)},

AlFE < X% [ @l 0P < BIAPE (aaD

JEZ neZ[N]

pour 0 < A < B < oo fixés et f € L*(R?) quelconque.
Détaillons la partie centrale de la double inégalité. Puisque

— ~

Win(k) = f(k)v*(azr, k),

avec an(l;) = (¢5,,,| ), nous obtenons par Plancherel,

s - zz/dwm ne

JEZ neZ|N]

i DIDS / V)P I P

JEZ neZ[N)

B D D Iolars'k

JEZ neZ|N]

Par conséquent, si

<YLY W <

JEZ neZ[N]

pour deux constantes 0 < A < B < oo, I'équation (4.43) sera vérifiée.
Inversement, s’il existe une constante B < oo telle que pour tout f € L*(R?),

/|f S S [arnthE < Bl

JEZ n€eZ|N]

alors, puisque || f||* = (2m)7% [ A2k | f (k)%

LR (B=30 3 W BE) R > o

JEZ neZ[N]

Cette derniere inégalité, valable pour tout f € L?(R?), montre que

> 3 i B < B

JEZ neZ[N]
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presque partout sur R2. En effet, par 'absurde, supposons qu'’il existe un ensemble £/ C R?
de mesure non nulle ol dez ZHEZ[N 1 (a;r7 k)2 > B pour tout k € E. Alors, pour
g € L*(R?) / {0} tel que g est nul partout sur le complémentaire £, nous aurions

[LEE -3 e BP) a@F < o
JEZ neZ[N]
ce qui est contradictoire. Le méme genre de raisonnement permet d’arriver au résultat

associé a la borne inférieure.

Démonstration de la proposition 4.9 (p. 88) : Cette preuve est en grande partie issue
de [Dau92|. Démontrons tout d’abord la premiere partie de la proposition et définissons la
fonction f(t) =) _,,c; @(t —m). A partir de la relation d’échelle (B.6), nous trouvons

f&) = V2> " hn] (2t — 2m —n)

= V2 EZTZ(Z% —n') Y hln' —2m]
= V2 niz ¢(2t—2n”7;ezz: h{2m’]
- i/gzz gzs(2t—2:”€f 1) > h2m' +1]
nrez mez
Des lors, si 35, o, hin] = 35, h2n + 1] = 5, f(t) = f(2t) = ... = f(2%), pour ¢ € N.

En posant, t' = 29, cette relation s’étend a ¢ € Z et f(t) = lim,—._ f(29%) = f(0) pour
tout ¢ € R.
Ceci implique également que

f(O):/ dt f(t) Z/ dt p(t+1) = /Rdtgb(t):

mEZ

ce qui prouve la condition suffisante de la proposition.
Inversement, si f(t) = ¢ € R, alors f(§) = 2mcd(&). Par la formule de Poisson,

f&) = (9> e

meZ

= 27 9(¢) Y 8(6 —2mm).

meZ

Par conséquent, o (
Mais puisque ¢

2mn ) 0
&) = (%) (%) (cfr. (B.8)), nous avons, pour tout n € Z,

=¢(2r(2n+1)) = ! H(2mn +7) ¢(2mn + 7) = H(7) ¢p(2mn + ),

V2

Sl -
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ou la 2m-périodicité de H a été employée.
Donc, si H(m) # 0, (;3(27m + 7) = 0 pour tout n € Z. Cependant,

don = (&]d(-—n))
_ /dtcb()c?ﬁ(t—n)
R
= 4L | & (€) 9(€) e
27 N
= -+ i dfeinéZQE*(§+27TTL)§Z~5(§+27TTL),

ne”L

ce qui montre que

Z o(m + 2mn) Qz(ﬂ +2mn) = 1,

neL

en contradiction avec le résultat précédent. Des lors,

H(r)=0=Y (=1)"h[m] =Y h2m] = > h[2m + 1],

meZ meZ meZ

ce qui démontre la premiere partie de la proposition.
Pour finir, en employant la relation d’échelle (B.7) et le choix

gln] = (=1)"h*[1 —n],
nous avons

ZX(H%) = V2 Y~ = n] 62t +m —n)

meZ m,ne”’
= V2 > ()R 1 —n]e(2t +m)
n,m/€Z
= V2 > (—D)"R ] 6(2t +m)
n',m’' €z
= 0.

Démonstration de la proposition 4.10 (p. 89) : Nous démontrons le résultat uni-
quement pour ¢, les démonstrations des autres équations d’échelle étant similaires. Par la
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relation d’échelle de ¢, nous trouvons

Groia(t) = 27 Y 627t +27Im —n)

meEZ
= 25 Y hlpl (2t +2'm — 2n — p)
m,pEZ
= 25 > hlp+2'm—2n]$(2't — p)
m,pEL
= 25 3> ST hlr g+ 2'm - 20] 9(2't - 2'r — q)
mrEquzzl]
= 28 3 3 g +2m—2n] 92t =2 —g)
r?nEquZ2l
> Tulg —2n] duy(t),
q€Z(2!]

en posant p = 2lr +q et ly[n] =, ., h[n + 2'm).

Démonstration de la proposition 4.11 (p. 89) : Nous ne démontrons que la relation
(4.103), la démonstration de (4.104) étant identique.

Partons de la relation (B.38), c.-a-d.

Griin(t) = > hin—=2pldup(t) + Y Gln— 2p] xip(t),

PEL PEZ

pour [,n € Z. En périodisant celle-ci, il est clair que

briin(t) = Y hln=2p]dip(t) + > gln = 2p]x1,(1).

PEL PEZ

Sil >0, en posant p = 2'm + r, nous trouvons

Pri1a(t) = Z Z h —2%m — 2r] b1 2m ()

meZ reZ[2!]

+ Z Z — 2l+1m - QT] Xi,2lm4r <t>

meZ reZ[2!]

= Z hl+1n—2r] (1) Z G [n — 2r] X1 (1).

reZz[2!] reZz[2!]
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Démonstration de la proposition 4.12 (p. 93) : Ceci est une simple conséquence du
fait que la fonction d’échelle non périodisée ¢ partitionne I'unité (cfr. (B.10). En effet

Z Z Q/’zo@ﬂlﬂ) = Z Z @Dlnaj

JEZ neZ2!] JEZ neZ[2!]

= ZZ Qolofi_ny)

JEZ neZ[2!]

= ¢ > buolt—

nez2!

= 22¢y Y 62t +2'm—n)

mEZ neZ[2]

= 25c > ¢(2't +m)

meZ

L
= 2zc,

en posant t = o-.

Démonstration de la proposition 4.14 (p. 108) : Etant donné une ondelette sphé-
rique admissible, la relation (1.64) nous indique que la SCWT d’une fonction f € L*(S?)
s’exprime en Fourier selon

Z S F(Lm) 5 (1,0) VM (w).
(I,m)eN
Développons la quantité centrale de I’encadrement (4.152) en fonction de ce résultat :

> [ dule) Wyt

JEZ

- Z Y Z Z (2l+1 )2l +1) f(L k) (0 K)

JEL (LE)EN (I, k"eN
G (1,0) o, (1,0) /S dulw) Vi (w) VE*(w)
= > v Y S F R [, (1, 0)

JEL (1,k)eN

= > FGRP Y 5 v, (L0),

(Lk)eN JEZ
ou nous avons employé I'orthonormalité des harmoniques sphériques

YFIVEY = ouop.
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Les bornes inférieure et supérieure de (4.152) sont donc bien définies s'il existe deux
constantes A, B € R telles que

A< 55 vlda L0))° < B,

N 241
=

pour tout [ € N,

Démonstration de la proposition 4.15 (p. 110) : De la méme maniére que pour
la démonstration précédente, étant donné une ondelette sphérique admissible, la relation
(1.64) nous indique que la SCWT d’une fonction f € L?*(S?) s’exprime en Fourier selon

Z T Fm) ¥i(1,0) Y™ (w).

(I,m)eN
En outre, la SCWT modifiée W (w,a) = <R[W]L;1Da¢ | f) devient de la méme maniere
= 0 Ve G Fm) (L0 Y w),
(I,m)eN

puisque l'opérateur de repere ne dépend que de [ et commute avec les rotations.
En développant la partie centrale de I'encadrement (4.162) en fonction de ce résultat,
nous trouvons aisément

> V]/ dp(w) Wi (w, aj) Wy(w, a)

JEZ

= > FGRP DS 5 Gul) ™ vy [, (L 0) 2,

(Lk)eN JEZL

en employant I'orthonormalité des harmoniques sphériques.
L’équation (4.162) est donc encadrée s'il existe deux constantes A, B € R telles que

A< =G0 vl (1L0))? < B,

JEZL

pour tout [ € N,

Démonstration de la proposition 4.17 (p. 116) : Définissons la somme
= Z Z vjwjp Wi(Wjpg, a;) W}k(wqu, a;).
JEZL p,q€Z[25]
Puisque

Wf(wch) = Z 21+1f l m) 7&2(170) ng(w)

(I,m)eN
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et

€>
s}

Wf(%“) = Z 2l+1 Gy(l)~ f( m)

(IL,m)eN

(1,0) Y (W),

nous avons

S = Z Z Z Z (2z+A17)T(2z'+1) f(l’m)f*(l,’m/)

JEN p,qeZ[28;5] (I,m)eN (I';m
VjWip G;_z; (l) w* (l 0) ta, (I',0) Y™ (wjpq) len/*(wqu)
(l/ ) e /
= 4 [,0) 1, (1
Z Vg Z Z 2l+1 2+ 1) ¢()¢a( )?/)J( 0)

JEN (I,m)eN (I';m
k'
Z wjp Y] w]pQ) Y (Wipg)-

P,q€Z[205]

Sil+1' < B;, l'ordre du produit Y;"Y;™ étant égal a [ + I’ [Vil69], les poids w;, réalise la
quadrature [Boy89, DH94|

’

S VP ) VP ) = [ () V) YP @) = b, (A12)

P,q€L254]

pour tout |m| < [ et tout |m/| <.
La somme S se scinde par conséquent en deux parties

So=2 2 D 2> )

JEN p,g€eZ2B;] (I,m)eN JEN p,qeZ[255] (I, k)eN U'm"eN
V'm"eN 1+ >25]
l+l’<2ﬁj

= C+D.

La premiere partie C, ou (A.12) est valide, se réduit a

C o= D dmy D7 gk )P G, (1, 0)

jEN (I,m)eN
1< B;
Ay
= > fuem)) > 0,6((0) Gy (1) [a, (1, 0)]
(Im)eN jeEN (2l - 1) ’

Si I'équation (4.182) est satisfaite, alors

KlfI? < ¢ < Kifl* (A.13)
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Developpons maintenant la partie D. Puisque Y;™(w;,e) = Y;"(0;p,0) €™, avec 0, =

2t et @, = I, nous trouvons

435 6’

Z Y™ (Wjpg) Y;km/ (Wipq)

qupﬁ]]
m - i (m—m/) 4
= Y"(0;,,0) Y™ (6, 0) Z € %
qEZ[204]
= 20,V (03, 0) Y™ (0, 0) D> O maug,
teZ
|m+-2t8;| </

_ Z Ym ‘9”” O *m+2tﬁJ (ejpj O) 5m’,m+2t,3j

|m+2tﬁj|<l’
= 26> Lpay(m+2t8;) Y™ (05,00 Yo" (0, 0) Oyt o,
teZ

Il en découle que

= Yosmyp 3 Yy el DL en( ) by 420,

jEN (Lm)eN I'eN teZ V2I+ 12U +1)
GH 1) (1,0) g, (1,0) D7 wy, Yi™(6,,,0) Y, "% (8, 0).
PEL[2[;]

Par conséquent,

RSO 2t;
< Ssmyp 30 S Mt D Reonn 2200 5 4ot

JEN (I,m)eN VeN teZ 2l + 1)(2l/ + 1)
— m m—+2
G (1) [, (1 O) ey (100 D" sy [V (0, 0)| [V 2% (8, 0)]
pEZ[2ﬁJ}
<D dmyy Y0 YOS F@m)| [ m+ 2685 Dy (m + 2t6))
JEN (I,m)eN V'eN teZ

W, oof(L+ 1) G (1) [, (1, 0)| [, (I, 0)]

olt nous avons employé le fait que |Y;™| < 1/ ZEL pour tout (I,m) € N, et que Zpezmj] wj, =
4m
m.
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Les sommes en m et t peuvent étre bornées puisque

SN F@m) W m A+ 2t8)| Dy n(m + 2t5;)

teZ |m|<l
A 1 1
< Z [Z (L m) [ Dy (m + 2t6;) ] 2 Z F(1 4 28 Dy py(m + 2t3;)] 2
teZ  |m|<I Im| <l
1 1
< Z Z | l m ‘ ]1[ 0] m + 2tﬂj 2 Z Z |f ,m + Qtﬁ])|2 ﬂ[—l’,l’} (m + Qtﬂ])} 2
teZ m|<l teZ m|<l
A 2l’ 1 1+2t3; ) )
< [ 1fEm)P [ SRR S )R I m)]?
Im|<l teZ m/=—142t03;
P 9 2l’+1 1 i
< [0 1 m) [ 120> 1w D (m’ — 2t6;) L_y py(m)] 2
Im|<l teZ m/€Z
£ 2 2l/+_1 1 : £yl N2 / 1
< [ H@mP [a=+ 112 2 3 1F0m)P Ly (m' - 25)]2
Im|<l J teZ m'=—U
5 20+ 1 1 . 20+ 1 1
< [ 1fam) 5 +112 1Y 1fw,m)P | o5 U’
Im|<i J |m'|<l' J

—_
l\DI)—‘

< (2ﬁj)—1(2(l+ﬂj)+1)%( 2(I' + 3)) +1 Z |f(1,m)[? 12 [ Z ;

Im|<l
en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz premierement sur la sommation en m et en-
suite sur celle en t. Des lors,

1

Dl < IS FGmPIE[ S 1A m)P)E x D)

LIEN  |m|<l | <U/

avec

Wty = S EUGD g TG ) [y (1, 0)] [, (1, 0)].

jEN ﬁj

et (L) = (20 + 3;) +1)* (2(1 + 5;) + 1)
En posant F? = > imi<t | f(I,m)|?, nous obtenons & l'aide de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz
Dl < Y R x(ULI)E
leN  I'eN
< FIXF]

LF I £,
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avec F = (R, 1F I = Spens [P = I£1% X = (¢(1. 1)),y et (XF)1 = L (L) Fr.
Si (4.182) est vérifiée, nous avons

DL < IAINXTIAN = allf1%,

avec la norme

|XG||
| X[ = sup ———.
(GD)ien HGH

La preuve de la proposition découle alors du fait que

0 < (Ko=d)fIF < C—ID| < 5 < C+[D| < (K +d)|fIP < oo



Annexe B

Transformée en ondelettes discrete

Cette annexe présente les principaux aspects de la transformée en ondelettes
discrete en introduction aux reperes d’ondelettes multisélectifs présentés au
chapitre 4.

B.1 Analyse multirésolution

Le principe de base d'une analyse multirésolution est de séparer les constituants d'un
signal f € L*(R) en niveaux de résolution. Mathématiquement, ce principe se fonde sur la
définition suivante [Dau92, Mal98, JS94].

Définition B.1. Un ensemble d’espaces (ou approzimations) {V; € L*(R) : | € Z} est
une analyse multirésolution de L?(R) si les siz propriétés suivantes sont respectées

VieZ, V,C Vi, (B.1a)

. _ _ 2
Jm Vi = Jvi = (®R), (B.1b)

lez
Jm vio= (v = {0}, (B.1c)
leZ

VieZ, ft)eVi < f(2t) € Vi, (B.1d)
fevs & flt+1)eW, (B.1e)
1l existe une fonction d’échelle ¢ € Vi de moyenne non nulle t.q. (B.1f)

{é(t — n)}nez est une base de Riesz de V.

La premiere propriété indique que I'espace contenant les fonctions d’une résolution [+ 1
contient les espaces associés aux résolutions inférieures. Ceci définit une suite d’espaces
imbriqués :

.V, Cc VW CcVpoCo... (B.2)

183
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La seconde propriété garantit que I’espace avec un résolution infinie est 1'espace L*(R)
tout entier. En sens inverse, et c’est le sens de (B.1c), la fonction avec la plus basse résolution
est la fonction identiquement nulle.

Le quatrieme point stipule que pour augmenter la résolution d’une fonction f il suffit
de la contracter d'un facteur 2. En outre, en considérant cette propriété et le point (B.le),
la translation d’un facteur entier de cette méme fonction ne modifie pas sa résolution.

Finalement, il est demandé que l'espace V contienne une base de Riesz {¢,(t) =
d(t — n)}nez. Autrement dit, cette famille doit étre constituée d’éléments linéairement
indépendants® et il doit exister deux constantes 0 < A < B < oo telles pour tout g € V),

Allgls < D KFleal? < Bllgli. (B.3)

neL

Les propriétes (B.1d) et (B.1f) impliquent que, pour chaque [ € Z, la famille {¢; ,(t) =
22¢)(2it —n) : n € Z} est une base de Riesz de I'espace V.
A chaque espace V; correspond un espace complémentaire W, tel que

W+1 = ‘/2 S VVla (B4)

ou @ représente la somme directe de deux espaces.

Chaque espace W, contient les détails nécessaires pour obtenir un espace de résolution
plus fine (Vj41) a partir d'un espace a résolution inférieure (V}).

Nous pouvons montrer [Dau92, Mal98] que la suite d’espaces

.C Wy Wy € Wy C ... (B.5)

génere également une analyse multirésolution de L?(IR) & I'aide d'une ondelette x telle que,
pour chaque [ € Z, la famille {x;,(t) = Q%X(Qlt —n):n € Z} est une base de Riesz de W].

Etant donné l'inclusion de Vy dans V; et de W, dans V7, les fonctions ¢ et y satisfont
les équations d’échelle suivantes

L5y =3 i) ot - ), (B6)

= x(5) =D gl et —n), (B.7)

olt h et g sont des suites discrétes dans 1%(Z).
Par le théoreme de convolution, ces relations deviennent en Fourier

N 1 N
V26(26) = = H(E ) (B3)
V2R(26) = —— G() :(6), (B.9)

Sl

LCe qui équivaut & dire que toute sous-famille finie de ¢,, contient des éléments linéairement indépen-
dants.
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avec H(§) =3 ,c hnle ™ et G(§) =, o g[n] e, Nous désignerons toujours par la
suite la transformée de Fourier de toute suite s par sa majuscule S.

Pour terminer cette section, il est clair que I’ensemble des fonctions constantes est inclus
a tous les espaces V}. Par conséquent, il est assez naturel d’exiger que ¢ réalise une partition
de l'unité, c.-a-d.

d o(t—n) = 1. (B.10)
La décomposition d’une fonction constante sera donc réalisée par des coefficients constants
dans chaque espace V.
B.2 Schéma orthogonal
Dans une analyse multirésolution orthogonale, il faut
Wo LV, (B.11)
ou de maniere équivalente que
(@Ix(-—n)) =0, Vnelk (B.12)
Par conséquent, chaque W, est le complément orthogonal de V; dans V., de sorte que
LR) = Vi, + W = Pw, (B.13)
I=L lez
pour L € Z. En outre, tous les W; sont mutuellement orthogonaux et
(Xt | Xpr) =0, (B.14)
sil#£1l.

Si les familles {¢(t —n) : n € Z} et {x(t —n) : n € Z} sont des bases orthogonales,
respectivement de V; et Wy, nous avons les relations d’orthogonalité suivantes

<Xl,n | Xl’,n’> == 6ll’5nn’a (B15a)
<¢l,n | ¢l,n’> - 5nn’> (B15b)
Xin | vy = 0, sil>1, (B.15¢)

pour tout [,I',n,n’ € Z.
Ces relations permettent également de déterminer les suites h et g données en (B.6) et
(B.7) avec

hin] = (¢-10]don) (B.16)
glnl = (x-10]don)- (B.17)
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En outre, puisque Vi 1 =V, & W, il est facile de montrer que

Sriia(t) = > hln—2pldip(t) + > gln — 2p] xi,(1), (B.18)

PEL PEZL

puisque @1 € Vigr.
En réalité, si H respecte certaines hypotheses de régularité [Mal98], les équations (B.8)
et (B.9) permettent de montrer qu’il détermine complétement ¢ et y a l'aide des relations

oo T H27PE)
v0=11=5 (B.19)
_ ﬁ G(27) (B.20)
p=1
et en prenant G(§) = e™'¢ H*(¢ + 7). Ce choix revient & définir g par
gln] = (=1)"h*[1 —n]. (B.21)

Les propriétés de H déterminent ainsi celles des fonctions ¢ et y. Notons par exemple
que si les p — 1 dérivées de H sont nulles en & = 7, 'ondelette y aura p moments nuls.

A Daide d’une analyse multirésolution orthogonale, toute fonction f € L?(R) peut étre
décomposée en une somme d’approximations et de détails successifs. Pour L € Z fixé, la
décomposition (B.13) implique que

) = > culnldralt) + ZZ di[n] xun(t (B.22)

nez I=L neZ
IEZ neL
avec ¢[n] = (¢un | f) et din] = (x1n| f), respectivement les coefficients d’approximation

et de détails de f a ’échelle [.

Les équations d’échelles (B.6) et (B.7) permettent de trouver des relations de récur-
rence entre ces coefficients. Les coefficients d’approximation et de détail a une résolution
[ s’obtiennent par exemple a partir des coefficients d’approximation a la résolution [ + 1
grace aux relations

aln] = Z hln' —2n] i [n'] = h*cq[2n)] (B.24)
di[n] = Z gln’ = 2n]ciq[n] = g*ca[2n], (B.25)

ou §[n] = s*[—n] pour toute suite discrete s, et

uxvn] = Z uln — n'lv[n'], (B.26)

n' €7
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est la convolution entre deux suites discretes s et w.
En sens inverse, la reconstruction (B.18) donne la régle

ciiln] = hxaln] + g=dyn), (B.27)

ou s est I'opération de sur-échantillonnage d’une suite s telle que

n

— 1 _ J s[3] sin est pair,
sl = { 0  sinon. (B.28)

Ces relations de récurrence permettent d’obtenir des algorithmes rapides pour le calcul
des coefficients en ondelettes et pour la reconstruction de f.

B.3 Schéma biorthogonal

Une analyse multirésolution orthogonale est généralement assez peu flexible pour la
construction d’ondelettes et de fonctions d’échelles. Hormis les ondelettes de Haar, il est
par exemple impossible d’obtenir des ¢ et y réels, symétriques et a supports compacts
[J594, Dau8s|.

Il est donc commode de travailler avec un schéma plus souple en relachant les conditions
d’orthogonalité (B.15). C’est le schéma biorthogonal.

Deux nouveaux espaces Vj et W, nommés espaces d’approzimation et de détails duau,
sont introduits de telle sorte que

W, LV, et W, LV. (B.29)

Ceci implique aussi que
W, LWy, VL#T. (B.30)

Les espaces V; et W, sont liés a deux nouvelles analyses multirésolution, non nécessai-
rement équivalentes a celles représentées par les espaces V; et Wy, et tels que

Vi = Vie . (B.31)

Associées a celles-ci, existent deux fonctions qz~5 et x telles que les familles { qzl,n(t) =23 q~5(21t—
n):n €L} et {Xin(t) = 25¢(2t — n) : n € Z} sont des bases de Riesz respectivement de

Vi et de W.
Il faut en outre que

pour tout n € Z.
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A Taide des relations (B.29) et (B.30), nous obtenons les relations de biorthogonalité
suivantes :

(Xt | X0 0) Ow Opa (B.34a)
(Gun | ) = O (B.34b)
Xin | Orw) = 0 (B.34c)
(Gunlxiw) = 0, (B.34d)

pour tout [,I',n,n" € Z.
Puisque Vj et W, sont deux sous-espaces de Vi, ¢ et ¥ vérifient également deux équations
d’échelles,

=2 hn]p(2t —n), (B.35)

neL

=v2)  gn]é(2t—n) (B.36)

neL

S\ S\

ol h et § sont des suites discretes dans 12(Z). .
Par les relations de biorthogonalité (B.34), les filtres h, g, h et g sont déterminés par
les relations ~ ~
}}[n] = <Q~S—170 | Po.n), glnl = (X-10]don), (B.37)
hin] = (d-10ldon),  Gln] = (X-10|d0n)- '

Les fonctions ¢ et gz; satisfont deux nouvelles formules de reconstruction

¢l+1 n Z h n— 2]9 ¢lp + Z n-— 2p] le(t) (B.38)
pEZL PEL

¢l+1 n Z hln — 2p] ¢lp + Z [n = 2p] Xu,p(2), (B.39)
pEZL PEL

en remarquant que ¢;1, € Viy1 =V, @ W, (resp. qurm eV =V VT/!) et en employant
les relations de biorthogonalité (B.34).

Comme dans le cas orthogonal, H (&) et H (&) déterminent univoquement les fonctions
o, x, ¢ et x al'aide de (B.19), (B.20) et des relations

H(277¢)

(B.40)

éng

(B.41)

><w
| |

oI5
-1

oll cette fois G(&) = e € H*(£ + ) et G(&) = e € H*(€ + ). Ceci équivaut & la création
des filtres )
gln] = (=1)"h*[1 —n] et g[n] = (=1)"A*[1 —n]. (B.42)
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Comme dans le cas orthogonal, toute fonction f € L*(R) peut étre reconstruite a 1'aide

de ses coeflicients . < . . < »
cimn - ¢l,n f ) (%l n = Xl,n f 5
alnl = (Ginlf),  din] = Kinlf), (B.43)

selon les formules de synthese suivantes pour un certain L € Z fixé

F@&) = " crlnloa(t) + D> diln] tunlt) (B.44)

nez =L neZ

= > > i) (), (B.45)

€7 n€eZ

ol le symbole ~ peut étre échangé entre les coefficients et les fonctions de reconstruction.

Les regles de récurrence (B.24) et (B.25) que respectent les coefficients ¢; et d; restent
valables. Cependant, la reconstruction (B.27) est un peu modifiée par 'emploi des filtres
duaux h et § au sein de (B.38), comme le montre la formule suivante

aiiln] = RB*xaln]+ g = di[n). (B.46)

B.4 Exemples de bases d’ondelettes

Il existe de nombreuses bases d’ondelettes orthogonales. Citons par exemple les onde-
lettes de Meyer, celles de Daubechies minimisant la taille de leur support pour un nombre
de moments nuls fixé, les Symmlets se rapprochant d’une base orthogonal a support com-
pact et symétrique par rapport a l'origine, .... Toutes celles-ci sont décrites notamment
en [Dau92, Dau88, Mal9s].

Nous nous attarderons uniquement dans cette section a la présentation d’une base bior-
thogonale d’ondelettes employée dans la construction d’un repere d’ondelettes multisélectif
(Sec. 4.4).

Cette base est issue des résultats de Cohen-Daubechies-Feauveau [CDF92] dans le cadre
de la création d’une base biorthogonale d’ondelettes splines [UA92] & support compact et
avec un nombre donné de moments nuls.

Une fonction B-spline (3, : R — R d’ordre n € N est définie de la maniere suivante :

Balt) = Buor*x L1 yy(t), VneN (B.47a)
Bo(t) = M1 14(t). (B.47b)

202

L’ordre n définit la régularité de cette fonction. Ainsi, /3, sera n fois continiment différen-
tiable sur R, c.-a-d. 3, € C"(R).
Cette fonction vérifie une autre regle de récurrence

Pu(t) = t0na(t) + (n—1t) Bt = 1). (B.48)
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En outre, elle fournit une partition de R, c.-a-d.

> Balt—k) =1, (B.49)

keZ

pour tout t € R.

0.53033008588991 |  0.95164212189718

0,1
—1,2 | 0.17677669529664 | —0.02649924094535
2,3 —0.30115912592284

-3,4 0.03133297870736
—4,5 0.07466398507402
—5,6 —0.01683176542131
—6,7 —0.00906325830378
-7,8 0.00302108610126

TaB. B.1 — Filtres direct et dual de Cohen-Daubechies-Feauveau associés respectivement
ap=3et p="7 moments nuls.

Soit la fonction d’échelle ¢ = 3,_;. Par le théoreme de convolution,

. § p
o) = 4 (i) ,
2

avec € = 1 pour p pair et € = 0 pour p impair.
A celle-ci correspond le filtre

H(E) = V2e ' (cosg)p. (B.50)

H(&) ayant p — 1 dérivées nulles en £ = 7, 'ondelette duale y déterminée par (B.41) aura
p moments nuls.

Pour obtenir une ondelette x avec p moments nuls, avec p de méme parité que p, un
filtre H de longueur minimale est obtenu par [CDF92, Mal98]

H(E) = V2e'5 <cosg)ﬁ g(q_}g*k) (sin g)% (B.51)

avec ¢ = %(p + p). En outre, les supports des ondelettes x et X sont minimaux et ont une

taille égale a p + p — 1. La table B.1 présente les filtres h et h pour p =3 et p = 7. Les
fonctions ¢, ¢, x et x sont affichées sur la Figure B.1.
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F1G. B.1 — Ondelettes et fonctions d’échelles directes et duales pour la base biorthogonale
de Cohen-Daubechies-Feauveau (p =3,p =7). (a) ¢. (b) ¢. (¢) x. (d) x.
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Annexe C

La toolbox YAWTD : Yet Another
Wavelet Toolbox "

C.1 Historique

Depuis une dizaine d’années, les membres de I'Institut de Physique Théorique de 'UCL
travaillant dans le domaine de l'analyse par ondelettes ont con¢u une multitude de pro-
grammes informatiques. Ceux-ci ont été créés sous divers langages (Fortran, C/C;+, Java,
Matlab(©), Mathematica(c), etc. ) pour réaliser entre autres :

e des algorithmes de transformées en ondelettes discretes, discrétisées (reperes) et conti-
nues, sur la droite, le plan, la sphere [AV99], a trois dimensions, dans le domaine
spatio-temporel [DM93], ..., ainsi que des optimisations rapides de ceux-ci [VG02];

e des méthodes exploitant ces algorithmes a des fins diverses : reconnaissance auto-
matique de caracteres [AVB95] ou de formes [ABJ97] dans des images, détection de
symétries cachées dans des motifs quasipériodiques et fractaux [AJV99], étude de
spectres RMN! et suppression de pics de solvants [ACO01], ... ;

e des exercices pédagogiques destinés a ’enseignement du traitement de signaux et de
I’analyse par ondelettes 1D et 2D.

En décembre 2000, A. Coron, L. Jacques, A. Rivoldini, P. Vandergheynst, rejoints en-
suite par L. Demanet, décidérent de mettre sur pied un projet de boite a outils (ou toolbox)
Matlab. L’objectif était double : écrire une fois pour toutes les procédures fondamentales de
transformées en ondelettes et fournir librement? & la communauté scientifique un ensemble
de méthodes permettant la reproductivité des recherches réalisées dans l'institut. Le projet
YAWTB, pour Yet Another Wavelet ToolBozx, était donc né.

Résonance Magnétique Nucléaire.

2 Autrement dit, sous la license GPL [Gpl]. Celle-ci permet entre autres, la libre modification du code,
la réutilisation de la toolbox dans d’autres projets GPL, et une protection juridique en cas de “vol” de
méthodes a des fins commerciales.
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C.2 Description

La toolbox YAWTB contient actuellement des programmes réalisant

e des transformées continues en ondelettes 1D, 1D+temps (spatio-temporelle), 2D, 3D
et sphérique;

e des décompositions de signaux en reperes d’ondelettes sur le plan et la sphere;
e du débruitage d'images a partir de reperes d’ondelettes directionnelles;
e divers utilitaires facilitant le traitement de données sous Matlab.

Elle est en outre écrite de maniere modulaire afin de pouvoir intégrer facilement de nou-
velles techniques de traitement de signaux. La plupart des programmes sont écrits dans le
langage Matlab. Toutefois, certaines procédures ont été réalisées en C lorsque 'optimisation
des algorithmes était nécessaire. Dans le cas de la transformée en ondelettes sphériques,
la toolbox a été interfacée avec la bibliotheque SpharmonicKit [SK| pour bénéficier d'une
transformée de Fourier rapide sur la sphere.

Afin de faciliter I'utilisation de la YAW'TB, deux regles ont été fixées. Premierement,
tout programme dans cette toolbox contient, d'une part, une aide propre écrite en IXTEX
et consultable dans Matlab (routine yahelp), et d’autre part, un code de démonstration
donnant un exemple d’utilisation du programme (routine yademo). Ces informations sont
en outre intégrées automatiquement au sein d’un fichier de documentation global disponible
aux formats HTML, Postscript et PDF.

Deuxiemement, la visualisation des différentes transformées décrites ci-dessus est réali-
sée au moyen d’une routine unique (yashow). Lors d’une utilisation simple de la toolbox,
c’est donc cette derniere qui gere la maniere dont sont affichés ses résultats, et non I'utili-
sateur final.

C.3 Liens

La toolbox YAWTB est décrites sur les sites web suivants
e http://www.fyma.ucl.ac.be/projects/yawtb
e http://www.yawtb.be.tf

Ces derniers contiennent de plus amples informations sur les listes de diffusions disponibles,
I'usage de la toolbox, sa documentation, etc.
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